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Bakgrund Vad ar ett bevis?
Vad ér ett PCP?
PCP-satsen

Vad ar ett bevis?

bevi’'s subst. ~et, plur. ~, best. plur. ~en
ORDLED: be-vis-et

@ ngt som anvéands for att faststalla riktigheten hos ett
pastaende.

@ ngt som maste tydas som omisskannligt tecken pa ett visst
forhallande.

(Nationalencyklopedin)
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Bakgrund Vad ar ett bevis?
Vad ér ett PCP?
PCP-satsen

Vad ar ett bevis? (forts.)

Specifikt, i dagens seminarium:

@ Vi har en verifierare V (poly-tids Turing-maskin).
@ Vivill dvertyga V om att strangar x tillhér ett sprak L.
@ V bor varken vara oresonlig eller |attlurad.
@ Exempel:
o Lat L = 3-SaT.

o Givet formel ® dvertygas V om att ® € 3-SAT genom att vi
ger en satisfierande tilldelning for ®.
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Bakgrund Vad ar ett bevis?
Vad ér ett PCP?
PCP-satsen

Nar &r ett bevis verkligen ett bevis?

Vi sager att V har fullstdndighet c¢(n) och sundhet s(n), om:

@ For varje x € L existerar ett bevis = sadant att V
accepterar = med sannolikhet minst c¢(|x|).

@ For varje x ¢ L géller fér alla bevis 7 att V accepterar med
sannolikhet hdgst s(|x|).

@ Var verifierare for 3-SAT har perfekt fullstindighet och
sundhet, c=1,s=0.

@ Vi antar den nagot grovkorniga instéllningen att V ar en
bra verifierare sa lange s < ¢ och bagge ar konstanter
oberoende av indatastorlek.
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Bakgrund Vad &r ett bevis?
Vad ar ett PCP?
PCP-satsen

PCP — Probabilistically Checkable Proof

@ PCP éar en generalisering av vanliga bevis.
@ Vi haller férutom fullstandighet och sundhet noga reda pa:

e Hur méanga bitar av beviset vi laser, g.
e Hur manga bitar slump verifieraren anvander, r.
e Hur langt beviset &r, /.

@ Observation: 1angd begransad av slump:
o /< q2.

Vi kommer darfér ignorera langden och bara titta pa
méangden slump som anvands.
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Bakgrund Vad &r ett bevis?
Vad ar ett PCP?
PCP-satsen

Naiv PCP for 3-SAT

Vi minskar fragekomplexiteten for var 3-SAT-verifierare:

@ Lat bevis vara variabeltilldelningar, som férut.
@ Verifierare:

e Valj en slumpvis klausul.
o Kolla vardet pa de tre variabler som ingar.
o Acceptera om klausulen var satisfierad.

@ Parametrar:

Fullstandighet ¢ = 1.

Sundhet s = 1 — 1/#klausuler.
Fragekomplexitet g = 3.
Slumpkomplexitet r = log, #klausuler.

@ Bra sanar som pa sundheten, som ar riktigt usel.
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Bakgrund Vad &r ett bevis?
Vad ér ett PCP?
PCP-satsen

Hur kraftfulla ar PCP?

Definition

PCPs c[r(n), q(n)] & mangden av alla sprak som har en
PCP-verifierare med fullstandighet ¢, sundhet s,
slumpkomplexitet r(n) och fragekomplexitet g(n).

@ Var naiva PCP visar att 3-SAT € PCP;_4,,[log n, 3].

@ Eftersom 3-SAT ar NP-fullstandigt har vi visat at
NP C PCP1—1/ponn,1 [O(IOQ n) ) 3]-
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Bakgrund Vad &r ett bevis?
Vad ér ett PCP?
PCP-satsen

PCP-satsen

Theorem (PCP-satsen)
NP C PCP1/271 [(’)(Iog n) 5 0(1 )]

Med andra ord:

@ varje sprak i NP har en PCP-verifierare som bara behdver
lasa ett konstant antal bitar av ett polynomiellt Iangt bevis.
Denna verifierare férkastar felaktiga bevis med sannolikhet
1/2, och accepterar alltid korrekta bevis.
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Bakgrund Vad &r ett bevis?
Vad ér ett PCP?

PCP-satsen

Koppling till icke-approximerbarhet

En alternativ formulering av PCP-satsen:

Theorem (PCP-satsen pé nytt)

Det existerar en konstant 6 < 1 sa att det 4r NP-svart att avgéra
huruvida en 3-SAT-instans ar satisfierbar, eller huruvida en
andel hégst o av klausulerna é&r satisfierbara.

Detta implicerar att det &r NP-svart att approximera MAX-3-SAT
inom en faktor ¢.
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Vad, hur och varfor?
PCP-satsen ur en kombinatorisk synvinkel Lite definitioner
Huvudresultatet

Vad dagens seminarium handlar om

@ Dinur, 2005:
“The PCP Theorem by Gap Amplification”

@ (google: “pcp theorem”)
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Vad, hur och varfor?
PCP-satsen ur en kombinatorisk synvinkel Lite definitioner
Huvudresultatet

Varfor bevisa en redan bevisad sats?

@ Tidigare bevis byggde alla pa algebraiska metoder.

o Nya typer av bevis ger ofta dkad férstaelse.
o Icke-approximerbarhets-formuleringen rent kombinatorisk.
@ Mycket arbete har fokuserats pa att optimera
konstruktionerna. Dinurs resultat (kombinerat med resultat
av Ben-Sasson och Sudan) forbattrar basta kanda.

@ Kombinatoriska bevis vackrare. ®
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Vad, hur och varfér?

PCP-satsen ur en kombinatorisk synvinkel Lite definitioner
Huvudresultatet

Grundtankar

o Istallet fér synsattet med verifierare valjer vi synsattet med
en uppsattning villkor utav vilka man antingen kan
satisfiera alla eller hégst en andel §.

@ Grundklossen kommer att bli en operation som minskar 4,
utan att instansen blir speciellt mycket stérre.

@ Genom att utféra denna operation ett logaritmiskt antal
ganger far vi ner ¢ till en konstant < 1.
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Vad, hur och varfor?
PCP-satsen ur en kombinatorisk synvinkel Lite definitioner
Huvudresultatet

Villkorsgrafer

En villkorsgraf ar en tupel G = (V,E, X, C) dar:
Q (V,E) aren oriktad graf.
© V ar en mangd variabler som antar varden i .

© C = {c(e)}eck, dar c(e) C X2 &r ett villkor pa kanten e. Vi
sager att c(e) satisfieras av (a, b) omm (a, b) € c(e).
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Vad, hur och varfor?
PCP-satsen ur en kombinatorisk synvinkel Lite definitioner
Huvudresultatet

Egenskaper for villkorsgrafer

@ Vi betecknar storleken av beskrivningen av en villkorsgraf
G med size(G) = O(|V|2 + |E||Z}?).
@ For entilldelning o : V — X definierar vi missnéjdheten

UNSAT, (G) = ‘15, {e=(uv) e E|(o(u),o(v)) ¢ c(e) }],

(d.v.s. andelen kanter som inte ar satisfierade.)
@ Missndjdheten for en villkorsgraf ar

UNSAT(G) = min_UNSAT,(G).

o:V—
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Vad, hur och varfor?
PCP-satsen ur en kombinatorisk synvinkel Lite definitioner

Huvudresultatet

Dinurs sats

Theorem

Det existerar ¥’ (av konstant storlek), sadant att det for alla &
(av konstant storlek) finns konstanter C > 0 och « > 0 sddana
att varje villkorsgraf G = (V, E, ¥, C) i polynomiell tid kan
byggas om till en villkorsgraf G' = (V', E’, X',C") som uppfyller

@ size(G') < C - size(G).

@ UNSAT(G) = 0 = UNSAT(G') = 0.

@ UNSAT(G') > min(2 - UNSAT(G), a).
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Vad, hur och varfor?
PCP-satsen ur en kombinatorisk synvinkel Lite definitioner
Huvudresultatet

Fran Dinurs sats till PCP-satsen

@ Lat G=(V,E,X,C) vara en villkorsgraf med |X| = 3.
@ Obs 1: Det ar NP-svart att avgéra om UNSAT(G) = 0.
@ Obs 2: Om UNSAT(G) # 0 sa galler UNSAT(G) > 1/|E|.

@ Satt Gy = G, lat G, 1 vara resultatet av att applicera Dinurs
sats pa G;. Enkel induktion ger:
e size(G;) < C'size(G)
@ UNSAT(G) =0 = UNSAT(G;) =0
e UNSAT(G;j) > min(2' UNSAT(G), «)
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Vad, hur och varfor?
PCP-satsen ur en kombinatorisk synvinkel Lite definitioner
Huvudresultatet

Fran huvudsatsen till PCP-satsen (forts.)

@ Lat k = [log, |[E|] = O(log(size(G))). Betrakta G:
o size(Gx) < C¥size(G) = poly(size(G))
o UNSAT(G) # 0 = UNSAT(Gk) >
@ Antal bitfragor for att kolla ett villkor: 2log, |X/| = O(1).
@ Med andra ord: NP C PCP;_, 1[O(logn),O(1)]!
@ For att trycka ner sundheten till 1 — o/ = 1/2, bygg nya
villkor som &r konjunktioner av alla u-tupler av gamla
villkor, dar u = log(1 — o)/ log(1 — «) = O(1).
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Vad, hur och varfor?
PCP-satsen ur en kombinatorisk synvinkel Lite definitioner
Huvudresultatet

Bevis av Dinurs sats?

@ Det huvudsakliga nya inslaget i beviset av Dinurs sats ar
det s.k. glapputvidgningslemmat som ger ett satt att
pumpa upp UNSAT-véardet for en villkorsgraf.

@ Detta ar vad vi kommer agna resten av seminariet at.
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Definitioner

@ Vilater A\(G) beteckna storleken p& det nést storsta
egenvardet till grafen G:s grannmatris.

Jag kommer ocksa att missbruka tva vanliga termer:

@ Med en stigi en graf menar vi egentligen en vag.
(Med andra ord: man far bes6ka samma nod flera ganger)

@ Visager att tva noder i en graf &r pa avstand d fran
varandra om det existerar en stig pa d steg mellan dem.
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Exponentiering av villkorsgrafer

Lat G = (V, E, X,C) vara en d-reguljér villkorsgraf, och t € N.
Vi definierar G! = (V, E’, X", C’) som:
@ Horn: G! har samma hérnmangd som G.

@ Kanter: Antalet kanter mellan u och v i G! &r antalet stigar
av langd exakt t mellan uoch vi G.

@ Alfabet: alfabetet ar X', dér r ~ d/2. Intuition: varje hérn
har “asikter” om alla hérn pa avstand t/2.

@ Villkor: villkoret pa en kant e = (u, v) € E’ &r satisfierat om
och endast om tilldelningarna pa u och v ar konsistenta
med en tilldelning som satisfierar alla villkor fran C pa
noder pa avstand t/2 fran u eller v.
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Glapputvidgningslemmat

Latt att se att UNSAT(G) = 0 = UNSAT(G!) = 0. Det kluriga
steget for dagen ar féljande lemma:

Lat A < d och |Z| vara godtyckliga konstanter. Det finns en
konstant 5(\, d, |X|) > 0 sddan att for varje t € N och varje
d-reguljar villkorsgraf G = (V, E, X,C) med \(G) < \ géller

UNSAT(G') > gVt - min (UNSAT(G),1/t).
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Bevisskiss (1/4)

@ Tag en bésta tilldelning 7 : V — X for G'.

@ g (u) innehaller “asikter” om alla noder som kan nas genom
att ta t/2 steg fran u.

@ Lato(u)y € X vara u:s asikt om v.
e Lat P, vara antalet stigar av langd t/2 mellan u och v.
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Bevisskiss (2/4)

@ Vi definierar en tilldelning o : V — X fér G: Lat o(u) = a,
dar a ar ett varde som maximerar

Y. Puy

a(v)u=a

@ Lat F C E vara en mangd kanter i G som forkastar o,
sadan att
|F

. 1
B~ min (UNSATU(G), t> .

® Mal: vivill visa UNSAT(G') > Q(V1) (|
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Bevisskiss (3/4)

@ Viséager atten stig P = (v, v4,..., ) i G trdffas av sin i:te
kant om
® (Vi_1,vi)) € F
° 7(vo)y_, = o(Vi-1)
e 7(vi)y, = o(vi)
e Lat /= {t/2 -/t < i< t/2++/t} vara mangden index i
“mitten” pa en stig.
@ For en stig P, definiera

N(P) = #{i e I|itraffar P}
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Bevisskiss (4/4)

@ Observation: N(P) > 0 = P férkastar &, sa:

PrIN(P) > 0] < Pr[P férkastar o] = UNSAT(G')

@ Sa racker att visa Pr[N(P) > 0] > Q(\/f)%_

o Uppskatta Ep[N(P)] och Ep[N(P)?].
e Anvand Pr[X > 0] > E2[X] /E[X?]
(for icke-negativ stokastisk variabel X).
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Skattning av E[N(P)]

@ Lat Z(P) vara antalet “mittkanter” som ligger i F.

R Ll
|E| |El
@ Vi soOker andelen av dessa kanter vars hérn dessutom fatt
precis de varden som andpunkterna i P anser att de ska
ha.
@ Sannolikheten att ett hérn v pa avstand t/2 fran u har
a(v)y = o(u) & minst .
@ Andpunkterna i P ligger pa ungefar avstand t/2 fran
“mitthérnen”.
@ Sjalvlooparna i G och att vi &r néra t/2 gor att det funkar,
far E[N(P)] = Q(V1) {5

E[Z(P)] = 11| o(V1)
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Skattning av E[N(P)?]

@ Vihar N(P) < Z(P), sa E[N(P)?] <E[Z(P)?].
@ Lat Z(P) vara en indikator fér huruvida den i:te kanten i P

liggeri F.
P)=>_Z(P)

iel

_ . IF
E[zﬂ_m ’E|+ZZEZZ

@ Utnyttja expansionen hos G for att visa

< (8-G))

o Ger E[N(P?] <E[Z(P??] < O(Vi) [g.
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Vi knyter ihop sacken

@ Till slut har vi alltsa fatt:
UNSAT(G') > PrN(P) > 0]
E2[N(P)]
E[N(P)?]
(a(volF1/E)
(Vi) IFI/|El
|F]
|E|
= Q(Vt) min(UNSAT(G), 1/t)

v

v

= QW)
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Godtycklig graf ar inte snall

Glapputvidningslemmat behéver en d-reguljar expander.

Lemma

Det finns konstanter 0 < A < d och 3 > 0 s& att varje
villkorsgraf G kan byggas om till en villkorsgraf G med samma
alfabet som G, och

e G &rd-reguljar

o size(G') = O(size(G))

o \NG) <A

@ FUNSAT(G) < UNSAT(G') < UNSAT(G)
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Annu mer definitioner
Bevisskiss
Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Alfabetsexplosionen

Resulterande villkorsgraf efter anvandning av
glapputvidgningslemmat har alfabetstorlek ~ ]Z\dt/z.

Lemma

Det finns konstanter |Xq| och 3 > 0 sadana att varje villkorsgraf
G = (V,E,x,C) kan byggas om till en villkorsgraf
G = (V',E' %y,(C"), sadan att

@ size(G') = M(|x|) size(G)

@ S UNSAT(G) < UNSAT(G') < UNSAT(G)
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Annu mer definitioner
Bevisskiss

Glapputvidgningslemmat Losa tradar

Tack for mig!
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