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Innan foreldsningen efterfragades dels nagot praktiskt, dels nagot teoretiskt, darfor
kom foreldsningen att handla om Kruskals algoritm, en datorstruktur fér operatio-
ner pa disjunkta mangder som kan anvéndas for att optimera denna algoritm samt
amorterad analys, for analysera var datastruktur.

1 Kruskals algoritm for MST

Under graf-forelasningen ndmndes Kruskals algoritm endast i forbigaende. Kruskals
algoritm bygger, givet en graf GG, upp ett minimalt spdnnande trad fér G genom
att borja med en graf utan kanter och sedan succesivt lagga till kanter fran G. I
varje steg i algoritmen liggs den kant som, dels har minst vikt, dels inte skapar en
cykel till i den nya grafen, till. (Se Algoritm 1).

Algoritm 1: Kruskals algoritm

Beskrivning: Vi borjar med T' = (V,0) och lagger succesivt
till kanter fran G

Input: En graf G = (V, E) med viktade kanter

Output: Minsta Spannande Trad for G

(1) T+0

(2) fori=1to|V|—-1

(3) Hitta billigast e € F sadan att T'U{e} ej har nagon
cykel

(4) T =TU{e}

Vi har tva delar som &ar oklara hur vi bor hantera dem

“Hitta billigaste e € E”: Om vi forst sorterar kanterna efter vikt kan detta
goras enkelt. Sortering tar tid O(|E|log |E|).

3

‘.sédan att T'U {e} ej har nadgon cykel” For att inte skapa en cykel méaste
noderna z och y for kanten e = (z,y) ligga i olika komponenter i T. For
att avgora vilken komponent en nod ligger i kan vi, fér varje nod x, lagra
detta i sig komponent[z], d& kan vi gdra uppslagningen hér i konstant tid.
Daremot kommer vi behdva sla ihop tva komponenter i steget efter. Om vi
lagger till en kant e = (x,y) s& méaste vi d& markera om alla horn i antingen
den komponent som x ligger i eller i den som y ligger i. Om vi alltid mérker
om den komponent som #r minst far vi en total kértid O(|V]log|V|) for
algoritmen. Efter ommérkning av en nod tillhér den en minst dubbelt sa stor
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komponent som innan. Vi kan alltsd som mest mérka om den log|V| ganger
d& komponenten noden tillhor efter log |V| ommérkningar méaste innehéller
hela V. Detta kan forbéttras genom att anvéinda den datatyp for disjunkta
méangder som foljer.

2 Datatyp for operation pa disjunkta mangder

Lat X = {x1,...,2,} vara alla element som skall behandlas och 14t Sy, ...,S,, vara
ett antal méngder av dessa element. Vi definierar foljande operationer:

o MakeSet(x;) = {x;}
e Find(z;) = j € N sadant att z; € S
e Union(z;,z;) = Slar ihop Srind(z;) 0ch Spina(e;) till en mingd. De tva ur-
sprungliga mangderna forstors.
2.1 Implementation

Vi representerar en méngd som ett trdd med noder i X och riktade kanter mot
tridets rot. Vi later trédets rot representera hela triadet (Se Figur 1).
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Figur 1: Tradrepresentation av en mangd
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2.1.1 Operationer

Vi kan nu implementera vara operationer enligt Algoritm 2 och 3. Vara trdd kan
dock i vérsta fall degenerera till listor (om argumentet b i link alltid &r ensamt i sin
méngd) och da tar Find-operationen i vérsta fall tid O(k) dér k &r antal element i
méangden.

For att undvika detta kan vi halla reda pa storleken av varje deltrdd: Vi later
rank[z] vara en (6ver-) skattning av djupet i det trad dér = &r rot och skriver om
vara operationer som i Algoritm 4 och 5 (dér Union &r som tidigare) s& att vi hela
tiden forsoker halla trdden si grunda som méjligt. Find-operationen kommer nu
max att ta tid O(s) dér s ar djupet i tridet som representerar den sdkta méangden,
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Algoritm 2: Operationer pa disjunkta mangder
Beskrivning: Ett forsta forsok till implementation av tidi-
gare definierade operationer pa disjunkta mangder (MakeSet

och Find)

(1) MAKESET(z)

(2) plz] < x #gor z till rot
(3)

(4) FIND(x)

(5) if x = pla]

(6) return

(7) else

(8) return FIND(p[z])

Algoritm 3: Operationer pa disjunkta méangder
Beskrivning: Ett forsta forsok till implementation av tidi-
gare definierade operationer pa disjunkta méngder (Union)
(1) UNION(z, y)

(2) a — FIND(x)
(3) b «— FIND(y)
(4) if a#b

(5) LINK(a, b)
(6)

(7) LINK(a, b)

(8) pla] < b

operationen kommer dessutom hela tiden forscka halla s sa litet som mdjligt genom
att uppdatera foralderpekarna (Se Figur 2).

2.2 Analys
Vara operationer har nu komplexitet som foljer for (n element total):

MakeSet: O(1)

Find: O(logn) men véldigt f& Find-anrop kommer ta sa lang tid.
Union: O(1)
Link: O(1)

Vi vill visa att Find séllan tar si lang tid som O(logn) stdimmer i pastaendet ovan
och att O(m-a(n)) faktiskt &r en 6vre gréins for kortiden om vi gér m st operationer
(av nagon av ovanstdende typer) pd n st element (dar a(n) &r en funktion som
véixer mycket langsamt). Vi vill d& ocksé visa att funktionen a() ovan véxer vildigt
langsamt. Lat Ay vara som foljer:

. j+1 omk=0
A = ;
k() { Agjll) (j) annars
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Algoritm 4: Operationer pa disjunkta méangder
Beskrivning: Ett andra férsok till implementation av ti-
digare definierade operationer pa disjunkta méngder dér vi
forsoker att minska tradens djup (MakeSet och Find)

(1) MAKESET(z)

(2) plz] « x # gor x till rot
(3) rank[x] < 0 # initiera rank|z]
(4)

(5)
(6)
(7)
(8)

FIND(x)
if z # pl]
plz] =FIND(p[z]) # uppdatera fordlderpekare
enligt Figur 2.
(9) return p[z]

Algoritm 5: Operationer pa disjunkta méngder

Beskrivning: Ett andra forsok till implementation av ti-

digare definierade operationer pa disjunkta méngder dar vi

forsoker att minska tradens djup (Link)

(1)  Link(a,b)

(2) if rank[a] < rank[b|

(3) pla] — b

(4) else

(5) plb] —a

(6) if rank[a] = rank[b]

(7) rank[a] « rank[a] + 1 # om triden &r lika
djupa kommer det totala djupet att 6ka med
ett

dar A,(cjjll)(j) = Ap_1(Ag—1(... (Ag—1(4)) ...)) s& att Ax_; appliceras j + 1 ginger
(Se Figur 3).
Vi kan nu definiera « som foljer (Se dven Figur 4):
a(n) = min{k|Ar(1) > n}

For att visa att vart « faktiskt stdmmer gor vi en amorterad analys av var data-
struktur.

3 Amorterad analys, datastrukturer

Det finns tre vanliga typer av amorterad analys:
e Totalanalys

e Bokféringsmetoden
Man tilldelar har varje operation en amorterad kostnad ¢; sadan att ¢; inte
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Figur 2: Uppdatering av fordlderpekare i Find-operationen

nodvéndigtvis dr storre dn den verkliga kostnaden ¢; men s& att > .- & >
Yot ¢ dér vi summerar Sver alla operationer i en kérning.

e Potentialmetoden
Man skapar en potentialfunktion ®(D;) = ®;, dar D; ar datastrukturen efter
i operationer, sadan att ®; = 0 och ®; > 0. Man tilldelar sen operationerna
amorterade konstnader enligt ¢; = ¢; + ®(D;) — ®(D;_1). Vi far da att

iéi :ici+q’i*q’i—1 = (icl) + @ — Do > ici .
i1 i1 i1 i1

(Potentialfunktionen utformas sddan att “billiga” operationer dkar potentia-
len ndgot medan dyra operationer sédnker den.)

Vi kommer att anvinda Potentialmetoden.
Ex 3.1 Lt oss analysera en stack, vi har operationerna push(zx), pop() och multipop(k)
ddr push och pop fungerar som vanligt och multipop poppar k element frin stacken.

Lat potentialfunktionen ®(D;) vara stackdjupet efter i operationer. Varje operation
ges amorterad kostnad ¢; = ¢; + <okning av ® >, d.v.s:

e push(z): ¢;=1+1=2

e pop():¢;,=1—-1=0

o multipop(k) : ¢, =k—k=0

4 Amorterad analys av var tidigare datastruktur

Vi &r nu redo att analysera var datastruktur for disjunkta mangder. Notera foljande:
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AG) = AFTTVG) =AY G+ =2 +1

A(j) = 2P +1) -1

Ao(1) = 2

A1) = 3

A1) = 7

As(1) = AP (1) = Ay(7) = 2047

Ag(1) = AP Q) = A3(2047) = AP (2047) > A,(2047) > 22048

Figur 3: Varden for Ag(j) for olika k, j

(n)=0 forn<2
(n)=1 forn=3
an)=2 ford<n<7
(n) =3 for 8 <n <2047
(n) =4 for 2048 < n < Ay(1) > 22048

Figur 4: Véarden pa a(n) for olika n

e Om z = p[z] och rank[z] = r har tridet med rot i  minst 2" noder.

e ranklz] < n —1 (faktiskt < logn)

= rank[p[z]] omm x &r en rot

< rank[p[x]] annars

[
o rank(z
rank|x
[

e rank[z] kan aldrig minska

e om z # p[z] s& dndras inte rank[z] mer

4.1 Potentialfunktion

Vi vill definiera en funktion ¢;(z) for varje « sadan att ®; = > ¢;(x). For att
gora detta behdver vi tva hjalpfunktioner:

4.1.1 level(x)

Lat level(x) = max{k|rank[p[z]] > Ar(rank[z])}. Notera att level(x) endast &r
definierad om z # p[z] och rank[z] > 1. Notera ocksa att att 0 < level(z) < a(n).
4.1.2 iter(zx)

Notera att

Ajevel(z) (rank(z]) < rankplz]] < A(mnk[le)(mnk[m]) = Ajevei(a)+1(rank(z])

level(z)
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Lat iter(z) = max{i|A(i) (rank[z]) < rank[p[z]]}. Notera att 1 < iter(x) <

level(x)
rank[z].

4.1.3 ()

Vi har nu tvad matt pa hur mycket storre rank ar for foraldern till en nod x jAmfort
med rank for x och kan med dessa definiera vart ¢ enligt foljande:

a(n) - rank|z] om = = p[z] eller rank[x] =0
wlz) = { (a(n) — level(x))rank[x] — iter(x) om x intI()a ar en rot och rank[x] > 1

Notera att 0 < ¢(x) < a(n) - rank[z] da iter(z) bade kan Okas eller minskas,
om den minskar gér den d& det med som mest rank[z] — 1 varvid level(x) Okar.
level(x) kan dessutom aldrig minska. Detta medf6r att om nagon av dem &ndras i
steg ¢ géller

pi(r) < pic1(z) =1

4.2 Analys av datastrukturen

I analysen raknar vi Union-operationen som tva Find-operationer och en Link-
operation och antar att vi kor alla MakeSet-operationer i borjan innan nagon annan
typ av operation. Da far vi amorterade konstnader fér de olika operationerna enligt
foljande.

4.2.1 MakeSet

Bade fore och efter anropet till MakeSet kommer rank[k] att vara noll, alltsad kom-
mer ;(x) = @;—1(x) = 0 om MakeSet kors i steg i. For y # x kommer dven
wi(y) = pi—1(y) att gélla, vi har alltsd ingen fordndring i potential och

Ci:Cizl

4.2.2 Link

Vi antar att rank[z] > rankly]. I s& fall kommer x bli ny forélder till y och ¢(y)
kan minska, liksom ¢(z) dér z ligger i den méngd som har x som rot. Skulle bada
traden vara lika djupa okar rank[z] med 1 och da dkar ¢(x) med a(n). Vi far da

¢ <citam) =14 an)

4.2.3 Find

Vi betraktar Find(z) dir x ligger s steg fran roten i sin méngd, ¢; dr da precis s.
Vi vill visa att for minst s — (a(n) 4+ 2) noder lings stigen s minskar potentialen.
Vi har da

Q; <P —s+an)+2

och som en direkt f6ljd

¢ <s—s+an)+2e0(a(n))
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Figur 5: Situation innan en korning av Find-operationen

Betrakta situationen i Figur 5, 14t situationen vara sadan att vi fére operationen
har level(z) = k, iter(x) = 1, level(y) = k. Lat x vara en nod s att rank[z] > 0
och z har en annan nod y efter sig som inte dr en rot. level(y) = level(x) precis
innan operationen. Alla férutom hogst a(n) + 2 noder uppfyller dessa krav pé z.
De som inte uppfyller dem &r forsta noden(om den har rank 0), sista noden(roten)
och sista noden w for ilken level(w) = k, for varje k = 0,1,2,...,a(n) — 1. Lat oss
finna en sddan nod x och visa att x’s potitial minskar med minst 1.

Lat r = rank[p[y]]. Vi har da &ven att:

rankly] > rank[p[z]] > AL(rank[z])
r =rank[ply]] > Ar(rankly]) | |
r > Ag(rankly]) > Ag(AY (rank(z])) = AV (rankz])

Efter operationen far vi (Se Figur 6):

rank[p[z]] > TEA,(:H)(rank[w])

Eftersom operationen gor att bade x och y far samma forélder, vet vi att efter ope-
rationen géller rank[p[x]] = rank[p[y]] och att operationen inte minskar rank[ply]].
Déa rank[z] inte &ndras far vi rank[plz]] > ASH). Operationen kommer antingen att
fa iter(x) att 6ka (till minst i + 1) eller level(x) att oka (vilket intréffar om iter(x)
okar till minst rank[z] + 1). Oavsett vilket s& kommer ¢(x) att minska med minst
1 med hjalp av ¢;(z) < ¢;—1(z) — 1. Den amorterade kostnaden av operationen &r
den aktuella kostnaden plus skillnaden i potential. Den aktuella kostnaden &r s och
vi har visat att den totala potentialen minskar med s— («(n))+2). Den amorterade
kostnaden #r darfor som mest s — (s — (a(n) +2)) = s — s+ a(n) + 2 = a(n).
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Figur 6: Situation under koérning av Find-operationen, w blir ny forélder till
x



