Forelasning 5

Deduktion



HUr ett deduktivt
system fungerar



Komponenter - Vokabular

o Ett deduktivt system anvander ett visst slags
sprak som kan kallas for systemets vokabular.

e | mindre formella fall ar kanske vokabularen de
typ av uttryck som man kan forvanta sig finna |
systemet.

o Ett exempel ar i evolutionslara dar man kan
forvanta sig uttryck som "naturligt urval” o.s.v.

e | mera formella fall, som ren logik, ges
vokabularen av exakt syntaktiska regler.



Komponenter - Harledningsregler

e Alla formella system har nagon typ av formella
och informella regler fér hur man far dra
slutsatser.

o | t.ex. fysik kan dessa regler ges av etablerad
praxis.

e | formell system som logik ar
harledningsreglerna exakt formulerade.

e | matematik ar ofta harledningsreglerna inte
explicit givna men de ar mojliga att precisera.



AXiom

e |dén ar att axiom ar en typ av grundlaggande
sanningar.

* Med hjalp av harledningsreglerna skapar man
nya sanningar som vi kallar teorem.

* |[nom systemet menar man att bara det som ar
axiom eller teorem ar sanningar.

e | formella system brukar man skilja mellan logiska
och icke-logiska axiom. Med starka
harledningsregler behover man inga logiska
axiom.



Ar axiom sanningar?

e Den ursprungliga idén var att axiomen skulle
utgora sanningar.

* De skulle dessutom utgora den enklaste typen
av sanningar som det var omdjligt att tvivla pa.

* En senare idé var att vi kan se axiomen som
antaganden. Vi kan undersoka vilka
konsekvenser dessa antaganden far.

e Ett viktigt exempel pa detta ar icke-euklidisk
geometri.



Speciella metoder

e Teorier frikopplade fran verkligheten.
* |[ndirekta bevis
e Motsagelsebevis



Teorier frikopplade fran verkligheten

e Teorier frikopplade fran verkligheten.

e Ett exempel pa detta ar ater igen icke-euklidisk
geometri.

e Vi kan alltsa undersdka konsekvenserna av ett
pastaende utan att det behdver
overensstamma med verkligheten.

e Den enda begransningen ar att pastaenden
inte far vara motsagelsefulla.



Indirekta bevis

e Indirekta bevis bygger pa att vi gor ett
antagande A och harleder en konsekvens B.
Det ger oss ett bevis av satsen A =>B.

e \/i maste da forsdka utreda konsekvenserna av
nagot som vi antar (A) &ven om detta inte ar
sant eller till och med ar motsagelsefullt.

e /ikantex.visaatt 1+1=3=>7 =18



Motsagelsebevis

e Vi kan anta att ett pastaende A ar falskt. Vi visar
sedan att det leder till motsagelse. Det ger oss
da ett bevis for att A ar sant.

o Ett beromt exempel ar Pythagoras bevis for att
roten ur 2 ar irrationellt.

e Det finns existensbevis som ar konstruerade
som motséagelsebevis. For att visa att nagot
existerar visar vi att det leder till motsagelse att
anta att det inte existerar.



HIStorik



Aristoteles

e Grundar en speciell typ av
logik som arbetar med
syllogismer.

e Det ar ett slags generellt
schema t6r sanningar.
Aristoteles logik &ar dartor
den forsta formella logiken.




Boole

e Skapade en algebra t6r att
hantera berakningar av
logiska uttryck.

e Utvecklade satslogiken.




Frege och matematisk
l0QIK

® Frege skapar den
matematiska logiken.

e Detta innebar att stegen |
matematiska bevis far en
given form.

* Frege kombinerar logiken
med Cantors mangdlara.

e | at P(x) vara ett predikat.
—rege antog att det alltid gar
ora att definiera mangden

{z:P(x)}




Russells paradox

eRussell visade | bdrjan av 1900-
talet att en sadan definition kan leda
till problem.

*Om vi sétter P(:c)::z:¢a:
och M ={z:x¢x}
vad hénder d&? Ar M €M

?

eller M¢M




e GOdel studerar formella system av
en generell typ.

e Han visar att formlerna i ett sadant
system kan ges ett s.k.
Godelnummer.

e Han visar att det gar att definiera ett
predikat som uttrycker bevisbarhet i
systemet.

¢ Med ett diagonalargument visar han
att det finns satser som ar sanna
men som Iinte kan bevisas |
systemet.




Datalogl



Datalogi handlar om konstruerade saker

* Precis som matematik handlar teoretisk
datalogi om saker som ar mentala
konstruktioner (eller ?)

e Handlar mycket om att finna begransningar for
vad som gar att gora.

e Och att kunna verifiera att konstruktioner ar
korrekta.

e | algoritmteori studeras dock algoritmer och hur
de kan kombineras pa kreativa satt.



Avgorbarhet

e De viktigaste teoretiska resultaten teoretisk
datalogi ror formodligen oavgorbarhet.

e Ett av de kandaste resultaten ar att stopp-
problemet ar oavgorbart.

e Ett annat liknande resultat ar "semi-
oavgorbarheten" av bevisbarhet i predikatiogik.

e Ett annat kant problem ar Churchs tes.



Begransningar ocnh
egenneter



Forsta ordningens logik

e Forsta ordningens logik anvander sig av
variabler, funktioner, konstanter,
predikatsymboler och kvantifikatorer.

e Kvantifikatorer antas vara knutna till variabler
som refererar till enskilda element.

e Som tidigare sagts ar logiken semi-avgorbar.
e Om nagot gar att bevisa kan vi hitta beviset.

e Men det finns inget satt att avgdra att nagot inte
gar att bevisa.



Forsta ordningens logik forts.

e Det visar sig att det finns manga saker som inte
gar att uttrycka med forsta ordningens logik.

e T.ex. gar det inte att definiera vad som menas
med att en mangd ar andlig.

e Det gar inte heller att precisera exakt vad som
menas med naturliga tal.

e Forsta ordningens logik har allvarliga brister.



Hogre ordningens logik

e Hbgre ordningens logik far vi genom att ananda i
stort sett samma sprak som i férsta ordningens logik.

e Skillnaden ar att vi later kvantifikatorerna referera till
mer komplicerade objekt som funktioner eller
mangder.

e Resultatet blir att vi kan uttrycka praktiskt taget allt vi
behover.

e T.ex. ger Peanos axiom en fullstandig beskrivning av
heltalen.

e Men priset ar att bevisbarhet inte ar avgorbar alls!



Samband mellan typerna av logik

e Sammanfattningsvis galler foljande:

e Forsta ordningens logik ar stark vad galler
bevisbarhet.

e Finns det ett bevis gar det att hitta det.

e Men det finns manga saker som inte gar att
uttrycka i forsta ordningens logik.

e HOgre ordningens logik kan uttrycka "allt".

* Men nar det galler bevisbarhet ar situationen
mycket samre.



En delning

e Grovt sett kan vi saga att foljande galler:

e Teoretiska dataloger arbetar mest med forsta
ordningens logik.

e Den lampar sig mest for algoritmer.

e Matematiker foredrar for det mesta hogre
ordningens logik.

e Den kraver mer kreativitet | bevisen.



Tva forskningsomraden

e Det finns en konflikt i logiken mellan det man kan
uttrycka och beskriva och det man kan bevisa.

o Konflikten speglas i sambandet mellan forsta
ordningens logik och hogre ordningens logik.

e Tva viktiga omraden inom logik ar féljande:

 Modellteori: Handlar om vad man kan uttrycka
med logik och formella sprak.

e Bevisteori: Handlar om hur bevis kan
konstrueras i logik och formella system.



| ite om anvandning



Cantor och mangdlara

e Cantor utvecklar
mangdlaran under senare
halvan av 1800-talet.




Kardinalitetsresonemang

o Ett beromt resultat ar Cantors resonemang om
uppraknebarhet.

e Cantor visade att mangden av rationella tal ar
uppraknelig.

e Sedan visade han att mangden reella tal ar
overuppraknelig.

e Detta ger ett bevis for att det existerar irrationella
tal.

e Pa samma séatt visade han existensen av s.k.
transcendenta tal.



Matematik och verklighet

e En anledning till att deduktion anvands |
vetenskap ar att naturen pa ett "mystiskt satt"
verkar folja matematiska lagar.

e Finns det nagon forklaring till det?



