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Sammanfattning

I denna uppsats beskriver vi tre metoder for att l6sa eller approximera en
16sning till det asymmetriska handelsresandeproblemet. Vi forsoker ta reda pa
huruvida det &dr en god ide att transformera en asymmetrisk instans till en
symmetrisk instans av handelsresande problemet i relation till att 16sa problemet
med andra metoder. Innehallet uppsatsen &dr i huvudsak baserat pa tidigare
forskning. Som slutsats konstaterar vi att det &r svart att verifiera huruvida det
finns nagra fordelar i medelfallet med att transformera en asymmetrisk instans
till en symmetrisk instans. Dock uppmanar vi forskningsvérlden att fortsitta
forska i denna riktning inom datalogin.



Abstract

In this paper we describe three different methods for solving or approx-
imating a solution to the asymmetric travelling salesman problem. We try to
give an answer to whether it is a good idea to transform an asymmetric instance
of the travelling salesman problem into a symmetric instance, in the relation of
solving the problem with other methods. The content of our paper is mostly
based on previous research. Our conclusion is that it is difficult at this time to
give a straight answer to if there exists any benefits to transform from asym-
metric to symmetric instance of the traveling salesman problem. Although we
encourage the science community to continue research into this field of computer
science.
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1 Introduktion

Leonhard Euler publicerade 1736 sin bok Seven Bridges of Konigsberg. Euler
bevisade i sin bok att det inte gick att promenera 6ver Kénigsbergs sju broar och
atervéinda hem utan att ga 6ver nagon bro tva ganger, en sa kallad Eulercykel.
Denna bok anses som det forsta vetenskapliga arbetet som behandlar det vi idag
kallar for grafteori. Sedan dess har grafer blivit en stor del av matematiken och
anvénds inom manga olika flt.

William Rowan Hamilton intresserade sig drygt hundra ar senare for liknande
problem som det Euler studerade, men istéllet for att begrinsa resvigen med
att varje bro (eller stig) bara far anviindas en gang, begriinsade sig Hamilton
till att varje 6 (eller hérn) bara far besokas en gang. Andra vetenskapsméin
hade studerat liknande problem tidigare men da Hamilton 1857 uppfann det
Ikonsianska spelet !, vilket blev producerat och silt i stora delar av Europa,
kom problemet att dopas efter honom (Hamilton cykel).I detta spel var malet
att hitta en vig mellan alla hoérn i en dodekaeder och atervinda till det forsta
hornet utan att bestka nagot horn mer #n en gang, se figur 1.

Figur 1: Det Ikonsianska spelet av William R. Hamilton.

Pa 1930-talet formulerade och studerade Karl Menger det som idag &r ett
av de mest kinda och mest vélstuderade problemen inom datalogi: handelsre-
sandeproblemet. P4 samma séitt som i Hamiltons spel soks det en vig som
besoker alla horn endast en gang i en godtycklig graf, men i detta fall vill man
finna vilken vig som &r kortast med avseende pa strickan mellan varje horn.
Handelsresandeproblemet definieras tydligare i kapitel 2.

Licosian game. Forfattarens éversittning.



Vi ska i var rapport studera specialfallet av handelsresandeproblemet dér en
vig mellan tva stdder dr riktad samt inte nodvéndigtvis ar lika lang at bada
hallen . Detta kallas for det asymmetriska handelsresandeproblemet. Aven om
handelsresandeproblemet dr mycket vélstuderat &r det asymmetriska fallet inte
alls lika val utrett. Vi kommer presentera tre olika séitt att 16sa problemet och
diskutera for- och nackdelar med de olika metoderna.

Det &r intressant att studera det asymmetriska handelsresandeproblemet da
det inte bara &r ett teoretiskt problem utan da det kan dven appliceras pa manga
verkliga problem. Som omnédmns i 3.

1.1 Problemformulering

Vi studerar klassiska 16sningsmetoder for det asymmetriska handelsresandeprob-
lemet for att sedan jamfora dem med tekniker for att Gversdtta asymmetriska
grafer till symmetriska grafer. For att sedan komma till en slutsats om vilken av
dessa angreppssitt som kan anses effektivast med hénsyn till tidskomplexiteten
for 16sningsmetoderna.

1.2 Material

Vi har valt att endast studera forskningsrapporter, examensarbeten samt hogkvalitativ
facklitteratur inom &dmnet, eftersom kéllor pa ldgre niva var i det stora hela
otillréckliga inom de resonemang, bevis och metoder vi intresserade oss for.
Déarfor valdes kéllor som hade en hog kunskapstroskel som material for vara
slutsatser och resonemang.

1.3 Metod

Vi hade tankt besvara fragestéillningen genom att frimst fokusera pa att befintligt
material och dra slutsatser utifran dem. Vid man av tid kommer vi dven att im-

plementera egna 16sningar och tester pa befintliga metoder och idéer, men detta

hér ldgre prioritet eftersom problemet i sig dr vél studerat sedan tidigare.



2 Handelsresandeproblemet - TSP

Handelsresandeproblemet eller Traveling salesman problem, som vidare kommer
omnamnas som TSP, dr ett vilstuderat problem inom matematiken och data-
login som vickt manga fragor och tankar bland forskare under arens lopp. Det
ar ett simpelt problem att forklara och forsta, men det har visat sig vara svart
att 16sa pa ett effektivt sdtt. Det ar sannolikt dirfor det idag ar ett av de mest
studerade och omdebatterade problemen inom datalogin.

Problemet kan informellt definieras pa foljande sétt: Givet en positiv dndlig
méngd stdder och vigar, dir en vig endast forbinder tva stdder och har en
definierad restid, vill man finna en stig som bestker alla stider en, och endast
en, gang for att sedan atervinda till begynnelsestaden med kravet att den funna
stigen ska vara sa kort som majligt. Man vill alltsa besoka alla stéider pa minimal
restid. Med en stig asyftas den foreslagna permutationen for att besoka stiderna.

Problemet fick sitt namn under 1930-talet pa Princeton University. Tidigare
har liknade varianter av problemet existerat dar finns det foreslagna rutter
genom fyrtiosju stycken stader i Tyskland och Schweiz i en handbok f6r kopmén
fran 1832 [1]. Idag existerar instanser pa klart storre turer, till exempel en som
foreslar en optimal vig for att besoka alla stider i hela Sverige [1].

TSP har manga olika anvéndningsomraden, exempelvis kan man planera en
effektiv rutt for att leverera post inom ett utkérningsomrade eller beréikna vilken
rutt ett borrhuvud ska ta nir man vill borra hal i ett kretskort. Andra min-
dre handfasta anvindningsomraden &r till exempel att man kan utnyttja TSP
berdkningar for att effektivt observera flera galaxer och stjarnor i rymden med
ett teleskop, da det &r en tidskrdvande process att justera om teleskopet mellan
varje flytt om man vill observera flera himlakroppar.

2.1 Symmetrisk TSP

Det mest studerade fallet av TSP, 4r det symmetriska fallet da restiden mellan
tva stader &r lika lang oavsett vilken utgangspunkt man véljer. Problemet gar
att representera som en oriktad graf dér en stad motsvarar ett horn i grafen och
en viag motsvarar en kant i grafen. Restiden representeras som kanternas vikter
i ett naturligt tal.
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Figur 2: Beroende pa vilken viig som viiljs kan strickan for att besoka alla horn
vara olika lang.

Givet en oriktad graf G dir s; tillhor [s1, s2,. . ., $p], dir n dr antalet stéder,
later vi alla permutationer 7 av d(Sx(iy, Sx(i+1)) + d(Sx(n), S=(1)) fOr varje horn
i vara en l6sning som tillhor €. Vi soker den minsta totala summan som tillhor
Q.[2]. Med andra ord soker vi att minimera:

n—2
D d (sx(i) Sn(ir1) T4 (Sn(n1)s 57(0)) - (1)
1=0

for alla permutationer av gitiga turer 7.

TSP kan 16sas naivt med totalsékning genom att skapa alla méjliga permuta-
tioner av grafens n kanter for att sedan underscka huruvida varje enskild permu-
tation uppfyller kravet for en Hamiltoncykel och i sa fall spara ner lingden for
den funna stigen. Till sist returneras den permutation med kortast stig langd.
Denna metod medfor dock att vi far n! antal permutationer da vi kan bestka
grafen i vilken ordning som helst och metoden fungerar endast pa grafer av
vildigt trivial storlek, eftersom da n gar mot allt stérre naturliga tal sa blir
tidsatgangen for att 16sa probleminstansen orimlig. Redan vid relativt sma tal
blir antalet permutationer vildigt stort. Till exempel i en graf med tio stycken
stdder kommer det finnas 10! = 3, 628,800 olika permutationer av stigar.[3].

TSP kan formuleras som ett beslutsproblem som efterfragar om det existerar
en stig, kortare dn nagon lingd [, i en oriktad graf. En foreslagen 16sning pa
beslutsproblemet kan verifieras i polynomisk tidskomplexitet vilket innebér att
TSP tillhor NP. Det har dven visats att TSP &r NP-svart genom reduktion till
andra NP-fullstindiga problem [4].



An sa linge har det inte hittats ett effektivt sitt att 16sa TSP pa rimlig tid
om (P # NP). Detta har lett till att man inom datalogin efterfragar algoritmer
for approximera en néira optimal 16sning for problemet for att pa sa sétt uppna
en kortare kortid. En approximering ger en 16sning som ligger mer eller mindre
nira en optimal tur med avseende pa tur-langd.

2.2 Triangelolikheten

Ett viktigt koncept inom TSP, som kommer vara antaget i alla fall av Asym-
metrisk TSP i den hér rapporten dr det matematiska konceptet triangelolikheten.
Triangelolikheten antas i manga fall av TSP, da den férminskar 16sningsrymden
avsevért och dr en naturlig del i euklidiska grafer, se 2.5.

Triangelolikheten séiger att om man har tre stycken stidder, a,b och ¢, som &r
forbundna enligt grafen nedan sa kan man tillampa det matematiska konceptet
triangelolikheten for att dra slutsatser och antaganden om de olika restiderna
mellan stdderna. I fallet nér vi vill resa fran a till b, sa kan det inte vara billigare
att forst resa till ¢ for att sedan resa vidare till b, striickan direkt mellan tva
stdder ar alltid kortare eller lika med strickan att resa via en annan stad till
malet.

Figur 3: TriangelOlikheten. BC < AC' + AB

Den formella definitionen av triangelolikheten foljer nedan, dir d(a , b) beteck-
nar avstandet mellan a och b[4] :

d(a, b)<d(a,c)+d(c,b) (2)



2.3 Linjarprogrammering

Linjdrprogrammering innebédr att man har nagon form av malfunktion till ex-
empel att man vill minimera en summa. Med tillhérande logiska villkor som
begransar malfunktionen, dessa kan antingen vara likheter och olikheter eller
sa existerar villkor av bada sorter. Sedan sa forsdker man optimera den givna
malfunktionen med hjilp av de logiska villkoren.

2.4 Minimalt spidnnande trad

Ett minimalt spédnnande trad dr en delgraf som sammansluter alla hornen i hela
grafen med sa fa och sa korta kanter som mdjligt.

Figur 4: Minimalt spinnande triad, alla horn dr forbundna med sa fa och korta
kanter som mojligt

2.5 Euklidiska TSP

Givet n punkter i en dimension d, for ett specifikt d sdéks den kortaste turen som
besoker alla punkter. Med andra ord saknar en euklidisk graf kantvikter utan
kanternas langd ar det faktiskt avstandet mellan tva horn.



3 Asymmetrisk TSP

Foljande kapitel inleds med en formell definition av ATSP samt sa foreslas
metoder som vi valt att fokusera pa senare i kapitlet.

Asymmetrisk traveling salesman problem (hidanefter forkortat till ATSP)
ar ett specialfall av det symmetriska TSP problemet. Till skillnad fran den
symmetriska varianten géller dock inte att kantvikten fran ett hérn A till ett
annat horn B &r lika med kantlingden fran B till A. Med andra ord kan man
inte anta att d(i,j) = d(j,4) for nagra hérn i och j.

Liksom det symmetriska fallet har ATSP bevisats vara ett NP-svart problem
samt tillhora NP dven da triangelolikheten géller[8].

ATSP ar langt ifran lika vélstuderat som den symmetriska versionen, dock
finns det manga verkliga fall av turer som &r asymmetriska i sin natur. Paketbud
anvéander sig till exempel av denna typ av berékningar for att ta reda pa vilket
som dr det mest energieffektivaste séttet att leverera paket.

Da TSP och ATSP &r NP-svara finns det inga effektiva metoder for att 16sa
dem exakt, déarfor forscker man ofta hitta heuristiker for att approximera en
néra optimal 16sning istéllet.

3.1 Definition

Givet en riktad graf G dér s; tillhor [sq, s9,...,s,], ddr n dr antalet stdder,
later vi alla permutationer av d(s;, si+1) + d(sn, s1) for varje hérn och i vara en
16sning som tillhor 2. Vi séker den minsta totala summan som tillhor €.



3.2 Lo6sningsforslag

Det finns flera forslag pa metoder for att 16sa ATSP. I rapporten kommer vi
endast att fordjupa oss i ett fatal, dessa ér:

e Held-Karp

Held-Karp dr en heuristik for att approximera en tur véaldigt néra den
optimala som bygger pa minimalt spidnnande trad. Vi kommer foérklara
denna i mer detalj i kapitel 4.1.

e ATSP till TSP transformering

Genom att transformera en ATSP instans till en vanlig TSP instans kan
man till exempel anviinda Christofides dven for att approximera ATSP. Vi
kommer inte ge mer detaljer kring Christofides utan istéllet férklara hur
transformationen fran ATSP till TSP gar till i kapitel 4.2

e Branch and bound

Branch and bound algoritmen #r en av de mest effektiva exakta metoder-
na for att finna den optimala lésningen for en ATSP instans. Metoden
forklaras i mer detalj i kapitel 4.3.



4 Metod

I efterfoljande underrubriker kommer vi beskriva tre stycken metoder for att 16sa
ATSP bade med hjélp av approximationsheuristiker, samt exakta I6sningsmetoder.
Forfattare har foreslagit manga metoder men vi har vi valt att ta upp foljande
tillvigagangssitt i rapporten, eftersom vi ansag de vilstuderade och hade en
rad fordelaktiga egenskaper.

Forst beskrivs Held-Karp, det &r en klassisk approximationsheuristik fran
sent 60-tal. Foljt av ATSP till TSP transformation som &r ett sétt att 6versitta
instanser av ATSP till det symmetriska TSP problemet som man sedan kan
16sa med en approximativheuristik eller med en exakt losningsmetod. Sedan
kommer vi titta pa losningsmetoden Branch and Bound som &r ett samlingssétt
for att 16sa olika problem exakt. Samtliga metoder anvinds idag fér att finna
16sningar for ATSP och dérfor har vi ansett dem som aktuella for att 16sa
problemformuleringen.

4.1 Held-Karp

I detta kapitel beskrivs Held-Karp for ATSP, hur metoden &r uppbyggd och hur
algoritmen fungerar i enklare termer. Vi inleder med en kort historik f6ljt av hur
Held-Karp fungerar i det symmetriska fallet av TSP sedan i det asymmetriska
fallet, da de &r starkt relaterade till varandra. Sist i kapitlet rundar vi av med
att reda ut hur pass bra skattningar av den undre gransen Held-Karp genererar.

Held-Karp ar en heuristik som kan approximera en l6sning bade for det
symmetriska och det asymmetriska fallet som publicerades ar 1969 i foljande
rapport[6], av de datavetenskapliga forskarna Richard M. Karp och Michael
Held. Rapporten presenterar flertalet heuristiker som idag bendmns som Held-
Karp. De visade att man kunde framstilla en approximering av TSP med
hjalp av dynamisk programmering, samt att man #dven i det asymmetriska
fallet kunde producera en gissning pa ungefir samma séitt. De noterade dven
att heuristiken kunde skrivas om som ett program som nyttjar principerna for
linjdrprogrammering i det asymmetriska fallet [11]. Held och Karps forskning
kan ses som en mycket viktig milstolpe inom TSP problemet, som lagt grunden
fér mera avancerade algoritmer.

Det viktigaste begreppet att komma underfund med nir man vi anvénder
Held-Karp &r att 16sningen vi far fram &r en approximering av stig langden for
den optimala 16sningen av grafen. Held-Karp ger oss en undre grians fér den
optimala 16sningen men inte en vektor innehallande stigen i sig. I majoriteten
av praktiska fall av problemet s& &r denna undre grins for strickan nira den
optimala 16sningen, vilket gor heuristiken fordelaktig &n idag dven om snab-
bare algoritmer har utvecklas sen 1969, algoritmen har en tidskomplexitet pa
O(n?2™)[1].



Lat v vara en slumpvis valt men definierat horn i grafen G. Ett ”1-tree”
(vidare kallat OT) definieras som foljande: Lat G* vara G \v. Generera ett
minimalt spdnnande trid éver Gx och lagg till v med de tva kortaste kanterna.
Resultatet ar ett ”1-tree” vilket &r en undre gréns till TSP.

Held Karp bygger pa relationen mellan OT och MST fér nagon kostnads-
funktion c:

OT(c) < MST(c) (3)

Att denna relation géller kan man forsta genom att notera att en 16sning till
TSP bestar av tva kanter kopplade till v samt ett minimalt spidnnande trad for
G \v. Ett OT ér dock generellt en ganska svag undre grins fér TSP. For att fa
en bittre uppskattning for den undre grinsen lat 7w vara en funktion som ger
horn-vikter. Vi definierar en kostnadsfunktion ¢ som:

Crpy = Cup — Ty — Ty (4)

Genom att uppdatera 7 kan vi beskriva relationen mellan OT och TSP som:

OT(c™) < TSP(c™) = TSP(c) — 2x(V) (5)

Detta leder till att vi kan optimera med avseende pa m for att fa en sa nira
approximation som majligt.

max,(OT(c"™) +27(V)) < TSP(c) (6)

For asymmetriska fallet sa kan man anvinda Held-Karp som tidigare omnidmnt
men med en viss skillnad i metoden. Skillnaden &r att man i grafen anvénder
sig av ” l-arborescences”istéllet, hidanefter omndmnt som en tradstruktur. En
tradstruktur &r en form av trdd som man bildar i en riktad graf. Det &r en
riktad graf som utgar fran rot-hornet dir alla kanter ar riktade ut ifran rot-
hornet, alltsa att alla kanter pekar nedat i tréddet. Detta innebér att det inte
kan existerar nagra cykler samt att det finns en och endast en riktad kant fran
roten till nagot annat horn i grafen[4]. En 1-tradstruktur dr ett specialfall av
tradstruktur dir man har lagt till en extra kant fran rot-hérnet v som pekar
tillbaka pa rot-hornet v i sig, det vill siga att man skapar en cykel i tridet.
Med andra ord sa innehaller en 1-triddstruktur alltid en och endast en cykel
som innehaller hornet v, sedan itererar vi éver hela grafen pa samma sitt som
tidigare [11] for att forbéttra stig langden. Det viisentliga med det hér dr att vi
kan se att den minimala 1-tréadstruktur egentligen &r en tur i grafen, eftersom
en minimum turen for tradstrukturen &ven &r turen for den faktiska instansen.
Dérfor vet vi att av den triadstrukturen dven dr den kortaste turen vi kan hitta
i grafen. Med andra ord har vi tagit fram en undre grians for approximationen
av turen for den inskickade grafen.
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I dagsléget sa anvinds inte Held-Karp lika flitigt for att berdkna symmetriska
TSP:er utan andra algoritmer har tagit 6ver fanan sedan dess. Dock sa fungerar
algoritmen relativt bra i det asymmetriska fallet. Idag sa &r andra algoritmer
populédrare da tar fram en losning snabbare, dock sa géller det fortfarande att
inte finns nagon algoritm som &r béttre att hitta en sa nira pa optimal 16sning
i det asymmetriska fallet [4].

Detta grundar sig i teorin om att man kan approximera losningen dér man
endast approximerar en skattning av den optimala turens lingd. Som tidigare
omnamnt sa konstruerar Held-Karp heuristiken en undre gréns for den optimala
turen. Det har pavisats i tidigare forskning att denna undre grins ligger vildigt
néra den optimala 13sningen i generella fall av ATSP [4]. Vi kan bendmna den
skattade 16sningen som OP7T4 , och den optimala l6sningen som OPTy. Kor-
rektheten kan dérfor representeras som ett virde pa foljande vis.

A = (OPTo/OPT,) (7)

Dér malet dr att A i formel 7 ska konvergera mot talet ett, den tidigare
forskningen visar att detta medelvirdet ligger pa A = 1.008 i generella fall.
Det mest intressanta &dr dock att forsoka fa en ldgre undre grins som enligt
de senaste ronen &r: O(logn/log(logn)). Eftersom det &r stor skillnad pa Gvre
och undre grénsen sa kan vi anta att det finns mer att upptéicka om hur bra
Held-Karp faktiskt presterar i det viirsta fallet [4], s& en tajtare évre och undre
grans kan faststéllas.

4.2 ATSP till TSP

Ett mindre utforskat sitt att 16sa ATSP grafer pa &r att anvénda sig av metoder
for att oversidtta dem till symmetriska grafer som sedan beriknas med klassiska
algoritmer, till exempel Christodifes algoritm som har en tidskomplexitet pa
O(n?®) [7]. Vi kommer betrakta tvad metoder i foljande del, en ildre och en
nyare.
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Kumar, Li samt Hahsler, Hornik

En ATSP graf dér vi har antagit att triangelolikheten géller kan representeras
som en Gvergangsmatris dir kanternas vikter dr inlagda for varje matriselement,
det vill séga strackan mellan hérnen. Antar man att triangelolikheten géller
sa kan man dven hirleda att probleminstansen bestar #ir en Euklidisk graf[9],
matrisen gar sedan att Gversitta till en symmetrisk matris. Giller inte detta
pastaende sa medfor det att matrisen dr asymmetrisk. Ett tomt eller positivt
oandligt matriselement betecknar att det inte existerar en kant mellan de tva
hornen. Vi kan transformera denna matris till en symmetrisk genom att dub-
bla matrisen, alltsa gar vi fran en matris med N storlek till en 2N matris. De
duplicerade hornen har da ett fast avstand mellan sig, till exempel noll for att
explicit pavisa att det inte existerar ett avstand mellan det faktiska hérnet och
det duplicerade hornet, vilket &r relevant for att en annan algoritm ska kunna
hitta en 16sning fér turen[5].

e ¥ o
B wn Q

A
N=B
C

Figur 5: Den asymmetriska matrisen N

A B C A B
A [0 0o o 0 6 5
B |l o0 co 1 0 4
Cloo 0o o 2 3 0

2N = A1 0 1 2 oo oo oo (9)
Bl16 0 3 oo oo o0
C’'"\5 4 0 oo oo o©

Figur 6: Den Oversatta symmetriska matrisen 2N
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I Asymmetrisk ‘ ‘ Symmetrisk l

Figur 7: Grafen transformeras fran en Asymmetrisk till en symmetrisk graf

Palbom, Engebretsen

Som tidigare omnadmnt sa kan en ATSP graf representeras som en avstandsmatris
for att sedan transformeras om till en symmetrisk matris. Ett annat sétt att
transformera ATSP grafer har tagits fram av Anna Palbom och Lars Enge-
bretsen via NADA hir pa KTH ar 2006[8]. Metoden #r intressant eftersom
den 6ppnar upp ett helt nytt angreppsséitt att 1osa TSP-grafer, eftersom den
oversétter grafen till en bipartit graf.

En ATSP graf som foljer antagandet om triangelolikheten gar att trans-
formera till en bipartit graf, didr kanterna i den bipartita grafen ddremot inte
foljer triangelolikheten. Detta spelar dock ingen roll da det dven gar att se att
turernas lingder som man finner i bada instanserna skiljer sig med en konstant
faktor. Transformationen gors genom att varje horn i den riktade asymmetriska
grafen representeras av tva stycken horn i den bipartita grafen, ett originalhtrn
1 som é&r kéllan s1 och ett duplicerat horn som ar sénka t1. Hérnen férbinds med
den tillhérande riktade kanten i originalgrafen dér den riktade kanten represen-
teras som en oriktad kant i den bipartita grafen, eftersom vi representerar det
med hjélp av en kélla och en sédnka sa har vi implicit riktat kanten fran kéllan till
sdnkan. Detta medfor att kanternas vikter i avstandsmatrisen kommer kunna
foras over till den bipartita grafens kanter, ddr kanterna far samma vikt som sin
motsvarande kant i originalgrafen. En matchning for den bipartita grafen kom-
mer da representera till en horntéickning i ATSP-grafen. Detta innebér implicit
att det nu riacker med att ta fram en algoritm som kan 16sa ut en tur ur den
bipartita grafen, eftersom den turen kommer att vara en mer eller mindre bra
approximation av losningen for ATSP-grafen som vi utgick ifran.[8]. I figuren
nedan visas en beskriven transformation av en ATSP graf till en bipartit graf.
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Figur 8: En riktad graf med in-valens tva och ut-valens tva transformeras till
en oriktad bipartit graf.

4.3 Branch and Bound

Branch and bound algoritmen (vidare kallad BnB) &r en generell metod for
att hitta losningen till flera typer av optimeringsproblem. Generellt kan man
beskriva algoritmen som foljer: Lat f(x) definiera en funktion som beriknar
en undre grians for probleminstansen. Bygg sedan upp ett tridd av mdjliga
l6sningsinstanser dér varje hérn har tva 16v som bestar av komplementéra krav
pa l6sningen, niva for niva. Varje 16v i tradet berdknar en undre grins for den
specifika 16sningsinstansen och skapar nya 16v som bestar av den nuvarande
hornets krav samt ett ytterligare komplementért krav. Da en 16sning hittas blir
den 16sningen en 6vre grians och alla 16v som har en undre grins storre eller lika
med den 6vre grinsen kan ignoreras och behover saledes inte evalueras.

Figur 9: Trad av mdojliga 16sningsinstanser dar varje niva har ett mer krav &n
den tidigare nivan. A och B &r kanter i en graf.
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For TSP och ATSP kan man anvinda den ungerska algoritmen? for att
berdkna den under grinsen. Den ungerska algoritmen beskrivs ndrmare i 4.3.
I grunden anvinds den ungerska algoritmen for att 16sa tilldelningsproblemet?
vilket &r en forenkling av TSP. TSP kan reduceras till tilldelningsproblemet
genom att ta bort kravet att 16sningen ska vara en komplett rutt. Eftersom
l6sningen pa tilldelningsproblemet kan besta av antingen en komplett rutt (en
16sning till TSP problemet) eller flera sub-turer sa stéller vi krav pa vilka kanter
som ska finnas med i 16sningen och bygger upp det komplementéra tridet, se
figur 9. For varje niva i tradet berdknar man den undre gransen och genererar
nya 16v om ingen giltig 16sning hittades. Det som gor att detta fungerar &r det
faktum att f6r varje horn i trdden kan den undre grénsen aldrig vara mindre &n
fordlderns undre grans. Detta kan bevisas genom ett enkelt tanke experiment:

Lat probleminstansen P vara roten pa tridet med en optimal 16sning §. Lat
nu P; vara en delméngd av P dér kant ¢ maste vara en del av 16sningen och P;
vara en delméngd av P dér kant ¢ inte finns med. Lat §; vara den undre gréinsen
for Py och do vara undre grinsen for P,. Da P, inte innehaller nagra kanter som
inte finns i P kan den omdjligt innehalla en tur som &r kortare dn den kortaste
turen i P. Detta &r sant for varje niva i tradet.

Komplexitet

Den ungerska algoritmens tidkomplexitet O(n3)[10]. I viirsta fall kommer Branch
and Bound algoritmen att tvingas soka igenom hela 16sningsrymden innan en
undre grins hittas och saledes ar det vérsta fallet for Branch and Bound lika
med totalsokning, det vill sdga exponentiellt tidskomplexitet. I verkliga fall har
man dock sett att BnB presterar vil i jaimforelse med andra 16sningar [12].

Den ungerska algoritmen

Lat matrisen M representera hérnen vy, vz . . . vy, varje M;; representerar avstandet
mellan hérnen v; och v;.

11 V12 - Uln
V2,1 V22 -+ U2n

M=|" L . (10)
Un,1 Un,2 ctt Unon

2Hungarian algorithm
3 Assignment problem, problembeskrivning utelimnas

15



Diagonalen i matrisen dr inte definierade da de representerar loopar vilket
inte &r tillatet i problemformuleringen fér TSP. Algoritmen kan delas upp i fyra
steg pa foljande sétt:

1. For varje rad i matrisen M subtrahera varje element i raden med radens
minsta virde. Forsok sedan gora en tilldelning genom att forst titta pa
varje rad huruvida det finns en och endast en nolla, markera i sadana fall
den nollan. Gor sedan samma sak fast kolumn alternerande antingen till
alla rader och alla kolumner har en markerad nolla eller att det inte gar
att markera nagra fler nollor da det finns fler &n en nolla i nagon rad och
kolumn. Om tilldelningen lyckades sa ger de markerade nollorna svaret pa
tilldelningsproblemet, annars fortsidtt med steg 2.

Min(Mll, M12 N Mln)
Min(Mgl, M22 . MQn)
Pl = . (11)
Min(Mnl, Mng RPN Mnn)
Miq— ¢l Mip— ol Min — oL
My — ¢ly Moo — ¢l M; , — 91,
M1 = , , , (12)
Mn,l - Qb]-n Mn,2 - ¢]—n Mn,n - ¢1n

For varje kolumn subtrahera varje element i kolumnen med kolumnens
minsta virde. Forsck gora en tilldelning pa samma sétt som i steg 1. Om
det misslyckas ga vidare till steg 3.

Lat M1’ = M17

Min(M1,, M1, ... M1},)
Min(M1y,, M1}, ... M1} )
2 = . (13)
Min(M1,,, M1, ... M1, )
M1y, —¢20 M1y, — ¢2, M1, — 62,
| Mg, - g2 MG, — 62 M1y, — ¢2
M2 = _ , . (14)
MU, | —¢2, M1}, — ¢2, M1, — $2,
M2 = M2'T
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3. Borja med att tilldela sa manga nollor som majligt i M2. Markera sedan
alla rader som inte har nagon tilldelad nolla i sig. Efter det markeras alla
kolumner som har en nolla i den markerade raden. Repetera med rader
och kolumner tills inga fler rader eller kolumner kan markeras. Invertera
markeringarna pa raderna sa att alla rader som saknar markering blir
markerade och ta bor markeringen fran de markerade raderna.

4. Nu tittar man pa alla element som inte ligger pa en markerad rad eller
kolumn och bestdmmer det minsta virdet 6 av dessa element. For varje
element i matrisen gor foljande:

e Om elementet tillhor en markerad rad och en markrad kolumn, 6
adderas till elementet.

e Om elementet tillhor en markerad rad eller en markerad kolumn, 1at
virdet vara of6éréndrat.

e Om elementet inte tillhor en markerad rad eller kolumn, subtrahera
0 fran elementet.

Forsok sedan att gora en tilldelning pa den resulterande matrisen sa som
i steg 1, om detta misslyckas upprepa fran steg 3.
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Exempel beridkning

Figur 10: Slumpmiisigt genererad graf.

Matrisen G beskriver grafen i figur 10.

oo 11 oo 3 o
7 oo 4 6 5
G=|co 8 o 5 3 (15)
3 oo 2 oo b
o oo 4 9 o0

Genom att berikna den undre grinsen pa G med hjilp av den ungerska
algoritmen sa far vi en undre grins pa 23, dock far vi inte nagon lésning till
TSP utan losningen bestar av tva stycken turer, se figur 11.
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Figur 11: Tilldelningsproblemet 16st pa grafen i figur 10

Da Iosningen inte bestod av en komplett rutt lagger vi till krav pa losningen.
Eftersom det finns en minimal sub-tur mellan AD och DA och en 16sning kréver
att turen pa nagot sitt kopplas samman med resten av grafen sa &r det lampligt
att lata ett krav vara att kanten AD inte far finnas i losningen eller att kanten
AD maste finnas i 16sning (Om kanten maste finnas i l6sningen sé kréver det att
en annan kant i sub-turen inte finns i 16sningen annars genereras samma l6sning
om igen).

Inget krav
Undre grans 23

AD* AD & DA*

Figur 12: Beslutstradet som begrinsar 16sningsrymden for grafen. AD far inte
finnas eller AD maste finnas.

I fallet da AD inte finns i 16sningen later vi matrisen G férandras sa att kanten
mellan A och D &r oo.

oo 11 oo oo ™
7 oo 4 6 5
Guaps =00 8 oo 5 3 (16)
3 oo 2 o 5
o oo 4 9 o0



I fallet att AD maste finnas i I6sningen sa later vi alla andra virden pa forsta
raden och fjirde kolumnen vara oo och later &ven elementet som representerar
kanten DA vara oo.

0 0o oo 3
7 oo 4 oo 5
GAD&DA* = oo 8 oo o0 3 (17)
3 oo 2 o 5
© oo 4 oo oo

Vi loser aterigen tilldelningsproblemet denna gang for G 4p. och ser i figur
13 att detta genererar en l6sning som dven den innehaller sub-turer men har en
undre grans pa 27.

| Lésning till AD* ‘

(&) -
3
Inget krav
Undre grans 23
4
AD*
Undre grans 27 AD & DA*

3

Figur 13: Losningen som bildas om AD inte finns med bestar aterigen av sub-
turer men har en undre gréns pa 27.
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I nésta steg 1oser vi tilldelningsproblemet for G 4pgpas« och ser i figur 14 att
detta genererar en 16sning till TSP problemet med en tur-lingd av 27 vilket
blir en 6vre grins. Eftersom grenen AD* i tridet har en undre grins som &r
lika med den 6vre grinsen sa behéver den grenen inte utvérderas vidare. Detta
innebér att hela triadet dr utvérderat och vi har hittat en optimal 16sning till
ATSP problemet.

| Losning till AD&DA* ‘

Inget krav
Undre grans 23

AD & DA*
LOsning till TSP
Ovre grans 27

AD*
Undre grans 27

Figur 14: Losningen som bildas om AD maste finnas med i l16sningen dr en
komplett rutt och séledes en 16sning till ATSP.
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5 Diskussion

Vi har berort tre metoder for att faststélla en 16sning eller approximation till
ATSP, i det hér kapitlet diskuterar vi och knyter samman teorierna for att
besvara fragestéllningen.

Vi har i denna studie haft som syfte att underscka om det finns effektivare sétt
att 16sa ATSP pa genom att utnyttja faktumet att man kan Gversétta graferna
till symmetriska instanser. Tidigare forskning inom d&mnet har pavisat vikten av
att hitta effektivare sétt att 16sa ATSP pa grund av den hoga tidkomplexiteten.
Problemet &r vil utforskat men det material vi har gatt igenom pekar nistan
alltid pa samma slutsats. Eftersom ATSP &r sa pass svart att losa sa har inte
forskningen gatt namnvéart framat det senaste aren, istillet har man gjort sma
forbéttringar och effektiviseringar av befintlig forskning som kan ses som gam-
mal jamfort med resten av datalogin. Resultatet i denna studie styrker dérfor
tidigare forskning i och med att vi inte hittat ett klart sammanband som leder
en inpa nya ron som kan 16sa problemet béttre.

Vi konstaterade tidigt att det finns manga olika sétt att angripa ATSP prob-
lemet, bade i det symmetriska och asymmetriska fallet. Dock pavisade resultatet
i denna studie inga stoérre samband eller bevis for att det skulle vara effektivare
att Oversidtta asymmetriska grafer till symmetriska grafer da de algoritmer vi
valt att titta pa har liknande tidskomplexitet. Svarigheten att ge ett entydigt
svar pa fragestéllningen ligger framforallt i att dessa algoritmer har en virsta
falls komplexitet som é&r valdigt hog, dock har man sett i tester att medelfallet &r
langt mycket snabbare dn virsta fallet. Det bor dven noteras att den forskning
som vi valt att fokusera pa oftare lagger storre vikt pa att fa en tajtare undre och
ovre grins for den faktiska langden av turen som approximationsalgoritmerna
genererar.

Resultaten fran tidigare forskning ger dock flera grundstenar som kan vara
tillhanda i framtiden. Bade #ldre och nyare studier &r overens om att Held
Karp i det generella fallet genererar 16sningar som &r vildigt nira den optimala
16sningen. Det dr dérfor var uppfattning med stod av tidigare forskning att
Held Karp kan anvédndas for att jamfora korrektheten av 16sningar som andra
16sningsmetoder producerar.

Ett annat sétt att att ta fram losningar &r att anvinda sig av Branch and
Bound metodik. Férdelen med BnB é&r att den agerar som en form av begriansad
totalsokning i grafen dér man i det generella fallet hittar en l6sning klart snab-
bare, &n en totalsokning. Det vill sdga att &ven om BnB i vérsta fallet har en
exponentiell tidskomplexitet sa hittar man oftast en optimal 16sning klart snab-
bare. En annan fordel med BnB &r att den producerar turen for den optimala
16sningen till skillnad fran Held Karp som genererar en uppskattad stig langd.
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Man kan #dven dra slutsatsen att man skulle kunna jamfora effektivitet mel-
lan nya losningsmetoder genom att jimfora de mot en BnB l6sning. Den stora
fordelen med BnB framfor Held Karp &r att den ger en exakt 16sning istéllet for
en approximativ.

Det mest intressanta ronet dr dock att det gar att omforma riktade grafer
till bipartita. Detta medfor som tidigare ndmnt ett nytt angreppsséitt att 16sa
ATSP, dven om det bipartita graferna i sig inte foljer triangelolikheten. Det
finns emellertid en viss osdkerhet i detta pastaende da vi inte hittade eller sjélva
utforde nagon vidare forskning inom detta. Forfattarna av teorin hade inte heller
genomfort nagon vidare forskning inom detta. Vi kan saledes foresla att fokus
liggs pa att konstruera en approximations algoritm som l6ser symmetrisk TSP
med en bipartit graf som utgangspunkt, da detta mojligtvis skulle leda till en
effektivare approximering av ATSP. Men dven denna slutsats maste tolkas med
forsiktighet da vi i dagsldget inte kan presentera nagra belédgg for pastaendet.
Déarfor kravs det mera forskning for att faststdlla hypotesen, ndgonting som vi
hade utforska mera, ifall vi hade haft mer tid och resurser &n de som tilléts
under projektet. I framtiden rekommenderar vi att man bor ldgga mera fokus
pa bipartita grafer, da det fortfarande &r av stor vikt att hitta ett béttre sétt
att 16sa ATSP.
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6 Slutsats

I detta projekt har vi undersokt tillviigagangssitt for att 16sa problemet ATSP,
med syftet att bestimma huruvida det &r effektivt eller inte att 6verséitta ATSP
instanser till symmetriska grafer jaimfort med andra angreppssétt. Det tydligaste
resultatet som framkom var att det fortfarande finns mycket att lira om inom
problemet. Vi har inte hittat nagon metod som &ar klart effektivare &n en annan.
Detta tyder pa att man behdver komma pa nya sétt att angripa ATSP, denna
asikt stods av flertalet av de kéllor som vi valt att anvanda som material. Vi har
dérfor inte kunnat bekrafta eller forkasta hypotesen att en transformering fran
ATSP till TSP skulle vara effektivare &n befintliga 16sningsmetoder for ATSP.

En svaghet i studien ar framforallt att vi ha haft begransat om tid och resurser
for att utféra egna beriikningar och métningar pa befintliga metoder. En an-
nan begridnsning dr den hoga teoretiska inlarningstroskeln for materialet som
har funnits tillhanda, dérfor har mycket av tid lagts pa inldsning av fakta och
befintliga studier.

I man av tid hade vi velat underscka fragan om det skulle kunna finnas en
effektiv strategi for att l6sa bipartita grafer, da detta var det nyaste och minst
vilstuderade dmnet vi hittat. I hopp om att hitta ett effektivare sétt att 1osa
problemet. En framtida studie som lidgger sitt huvudfokus pa detta omrade &r
dérfor av stort virde. Darfor hoppas vi att detta material kan guida andra till att
ta sig an problemet pa ett nytt sdtt. Samt att ha véckt intresset fér problemet
i studenter som &r nya inom omradet TSP.

Den kanske viktigaste slutsatsen vi kan dra for dagens forskning &r dock att
ATSP losningar generellt kan brytas ner i tva stycken faktorer. Hur exakta
approximeringarna #r med hinsyn till dess tidsatgang att berdkna, eftersom
man i dagslidget maste offra snabbhet for exakthet och vice versa. Déarfor limnar
vi fragan Oppen om man kan hitta ett klart effektivare sétt att 16sa ATSP pa i
framtiden.
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