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Abstract

This report intends to analyze the difference between the original rules and a
modification of the rules for the Scandinavian version of the world famous
dice game yatzy (yahtzee). Several works are made previously existing
strategies for yatzy and Yahtzee.

The study was conducted using the optimal strategy calculated and
implemented in the programming language Java. The execution of the
application to create the file containing the optimal strategy was running on
leased powerful servers from Amazon and took just over six hours each.

A simulated player played 100,000 games based on the strategy, to
obtain data which then was used to plot graphs and analyze the expected score
and its standard deviation. The expected value (mean) and standard deviation
of the score for the possibility of three or four throws were 233.00 + 44.82 and
280.07 +41.25.

In view of the results drawn the expected conclusion that the four
possible throws provides increased probability of getting a high score, unlike
the case where the player may only be able to throw the dice three times. The
fact that the variance is lower in the case of four throw session is equivalent to

that the likelihood to get close to the expected value increases.



Sammanfattning

Denna rapport har for avsikt att analysera skillnaden mellan
orginalregelverket och en modifikation av detta for den skandinaviska
varianten av det varldskdnda tarningsspelet yatzy (yahtzee). Ett flertal arbeten
ar tidigare gjorda géllande strategier for yatzy och yahtzee.

Undersokningen har utférts med hjélp av den optimala strategin som
berdknades och implementerades i programmeringsspraket java.
Exekveringen av programkoden for att skapa filen innehallande den optimala
strategin kordes pa hyrda kraftfulla servrar fran Amazon och tog drygt sex
timmar vardera.

En simulerad spelare lédts spela 100 000 spel utifran denna strategi, for
att fa data som sedan anvands for att plotta tydliga grafer och analysera
forvantat poangsumma och dess standardavvikelse. Forvantat varde
(medelvarde) och standardavvikelse av podangsumman fér majligheten till tre
respektive fyra kast blev 233.00+44.82 respektive 280.07+41.25.

Med hiénsyn till resultaten dras den forviantade slutsatsen att fyra
mojliga kast ger 6kad sannolikhet att fa en hog poangsumma, till skillnad fran
det fall da spelaren endast far majlighet till tre kast. Det faktum att variansen
ar lagre for fallet med fyra slag dr ekvivalent med att sannolikheten att komma

nara det forvantade vardet Okar.



Sammarbete inom gruppen

Detta arbete har utforts av en grupp om tva personer. Stor del av det arbete
som gjorts har vi utfort tillsammans vid varsin dator i samma arbetsrum
alternativt vid samma dator.

Detta galler bade implementation av alla delprogram, analys av
bakgrund och tidigare arbeten inom samma omrade samt forfattandet av
denna rapport.

Trots det omfattandet samarbete inom alla omraden har uppdelning
skett. Henriksson har under den inledande analysen av problemet
sammanstallt utrakningar for sannolikheter for olika slag. Engstrom var under
den senare tiden av implementationen mer involverad i just denna, samtidigt
som Henriksson dgnade mer tid at forfattandet av rapporten. Da den
algoritmen skrivits forhallandevis klart har fullstindigt sammarbete skett i

syfte att finna fel och ratta till dessa.
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Introduktion

Yatzy dar den skandinaviska versionen av tarningsspelet “yahtzee” vilket
uppfanns pa 1950-talet och gar ut pa samla poéang fran tarningar, under en 15
varv lang spelomgang. [1] Yatzy spelas vanligtvis mot andra spelare, men
inget hindrar en ensam spelare att spela ett visst antal omgangar for att
jamfora och forsoka sla sina tidigare resultat. Det faktum att antalet spelare
inte ar en begransande faktor har gjort det till ett mycket omtyckt och ofta
spelat tarningsspel.

Det stora flertalet spel grundas pa nagon sorts strategi och inte enbart
pa tur. Somliga spel, s& som schack, har s& pass hog komplexitet att inte ens
dagens kraftfulla datorer klarar att skapa en felfri robotspelare, medan andra
spel, sa som “tre i rad”, ar sa pass “enkla” att en méanniska kan lara sig att
bemastra den optimala strategin snabbt. Mellan dessa ytterligheter av spel
placerar sig tarningsspelet yatzy. Den optimala strategin, vad spelaren skall
gora i varje mojligt lage for att maximera de slutgiltiga poangen, for yatzy ar
inte sjalvklar, men ar mgjligt att berdkna med hjalp av datorns hjalp, vilket ett
flertal redan gjort. [2] [3] [4] [5] [6] [7]

Nar den optimala strategin ar berdknad och lagrad kan ett
datorprogram simulera en ensam spelare som slar tirningarna slumpar och
sedan sparar alternativt skriver in podng pa den plats som ar optimalt enligt
den optimala strategin for det specifika fallet. Ett flertal av de som
programmerat den optimala strategin har simulerat den ett stort antal ganger,
och pa sadant satt fatt fram ett medelvarde for slutsumman, det sa kallade
vantevardet. Larsson och Sjoberg fick det varde till cirka 248. Detta varde kan
aven berdknas direkt fran den optimala strategin utan simulering, vilket enligt
deras arbete ar det exakta vdardet. Det kalkylerade vardet fick Larson och
Sjoberg till 248.92. [4, p. 7] Utifran dessa berdkningar kan dven variansen fas,
vilken indikerar hur stora svangningar som kan forvantas. Lag varians tyder
pa att sannolikheten att komma néara vantevardet ar hogt. [8]

For att finna det basta valet i precis varje mojligt lage i spelet raknar ett
program ut alla majliga tillstand som kan tankas finnas i spelet for att sedan ta
ut det basta valet i just det tillstand spelet befinner sig.



Syfte

Da den optimala strategin for den skandinaviska versionen av yatzy redan
berdknats och analyserats ett flertal ganger har vi valt att undersdka den
forvantade slutsumman nar en mindre forandring av spelet gors, i det fall den
optimala strategin anvands. Vi har valt att undersoka paverkan av
forandringen som lyder att en spelare under varje omgang far fyra méjligheter
att sla tarningarna, istéllet for tre. Resultatet av denna modifikation skall
jamforas med utkomsten fran den optimala strategin for originalregelverket.

Analysen kommer behandla skillnad i vantevarde och i varians. Hur
stor blir den faktiska paverkan av att ge en spelare ett extra slag varje omgang,
utifran det faktum att denna spelar efter den optimala strategin?

Den huvudsakliga begransning vi valt att gora ar endast undersoka
orginalregelverket mot att spelaren far fyra kast per runda. Det férvéntas att
det dr mer fordelaktigt att tillatas sl tarningarna fyra ganger istallet for tre da
det 6kar sannolikheten att nd mer fordelaktiga kategorisummor. Detta
eftersom varje ”"dalig” tarning som slas om har en viss sannolikhet att bli

"fordelaktig”, vilken ar strikt hogre an noll.



Bakgrund

En bidragande anledningen till valet av problemformuleringen och omradet
yatzystrategier i stort dr det behandlar stora delar at de matematikkurser
forfattarna nyligen studerat. Detta tillsammans med det faktum att
problemetlosningen innefattar en stor del programmering och logiskt
tankande gjorde valet férhallandevis enkelt. En ytterligare orsak till
amnesvalet ar att bada forfattarna kontinuerligt spelar yatzy och att det

uppskattas mycket.

Historia

Det skandinaviska spelet yatzy harstammar fran det mycket likartade spelet
yahtzee, vilket innan kommersialiseringen kallades for “yacht spelet”. Spelet
uppfanns av ett rikt kanadensiskt par som spelade det med sina vanner pa sin
yacht ar 1954. Tva ar senare salde de rattigheterna till spelmakaren Lowe som
senare kom att ge spelet namnet “yahtzee”. [1] I den utomskandinaviska
varianten av tarningsspelet som an idag heter yahtzee ar det ett flertal saker
som skiljer sig i reglerna mot den skandinaviska varianten yatzy. Bland annat
ger bonusen 100 poédng, varken “par” eller “tvapar” existerar samt att det for
manga kategorier dar antalet prickar pa tarningen inte spelar nagon roll.
Exempelvis ger kak alltid 25 podng oavsett vilka tarningar man fatt. [9]

Enligt Hasbro som numera &dger rattigheterna till den
utomskandinaviska versionen av yahtzee spelar upp till 100 miljoner spelet
regelbundet. [10] Da yatzy blev ett mycket populért spel dven i skandinavien
slapptes tva varianter av spelet, av speltillverkaren Alga. Den forsta av dessa
tva kom att kallas “maxi-yatzy” i vilket man har sex tarningar och reglerna ar
utformade sa att strategin blir mer avancerad och spelarna far tanka mer. Pa
1980-talet slappte de d@ven varianten “crazy-yatzy” vilket utger sig for att vara
ett annorlunda spel med manga markliga regler. [11]

Spelregler

Fem tarningar slas totalt tre ganger, mellan vilka man kan valja att spara ett
visst antal tarningar. Nar de tre omgéangarna ar klara bokfors poangen och
turen gar Over till ndsta spelare. Poangen grundas pa vilka siffror tirningarna
visar, vilka korresponderar mot olika kategorier som skall fyllas. Det &r totalt
15 kategorier, vilket ar ekvivalent med 15 varv bland spelarna. Maximal

poangsumma i skandinaviska yatzy ar 374, till skillnad fran den



utomskandinaviska versionen som har maximal summa pa 1575. Fullstandiga

regler for den skandinaviska varianten av yatzy finns atergivet i [appendix d].

Tidigare studier

Da yatzy och yahtzee dar mycket populdra spel har det gjorts ett flertal arbeten
om spelen. Manga av dessa handlar om strategier och da bland manga andra
dven den optimala strategin. Yahtzee som dr den mest utbredda varianten av
spelet och det finns ett flertal arbeten som behandlar detta, exempelvis ”An
optimal strategy for yahtzee” skriven av James Glenn ar 2006. Dar beskrivs hur
den optimala strategin for yahtzee berdknas samt resultatanalys av denna
strategi i jaimforelse med andra strategier s som den “giriga algoritmen” eller
att endast satsa pa att fa yatzy vilket kan goras med hjélp av den optimala
strategin. [2]

Trots att yatzy inte ar lika utbrett som den utomskandinaviska
varianten sa finns det arbeten som behandlar denna variant med avseende pa
den optimala strategin, till exempel ”Optimal yatzy strategy” skriven av
Marcus Larsson och Andreas Sjoberg, vilken gjordes som ett
kandidatexamensarbete vid Kungliga Tekniska Hogskolan i Stockholm ar
2012. Detta arbete beskriver i detalj hur den optimala strategin beraknats och
resultatet analyseras genom att simulera ett stort antal spel dar programmet
anvander denna strategi. Nar den optimala strategin berdknas fas en forvantad
poang for resterande omgangar vid varje tillstand. Vid simulering av 20 000
spel fick de i genomsnitt en slutsumma pa 248.92. [4]

Sjoberg och Larsson har i sitt arbete anvant sig av tva skilda tekniker
for att optimera de mycket tidskravande berdkningarna. Den forsta av dessa
tva ar parallellisering vilket gar ut pa att dela upp arbetet i separata delar som
sedan berdknas parallellt var for sig. Detta ger en avsevérd sankning av
tidsatgang da de utvecklat programmet sa att datorn kan gora ett flertal
oberoende berdakningar samtidigt.

En mer invecklad men mycket effektiv optimering &r att anvanda det
som de kallar “keepers”, vilket berdr berdkningen av det forvantade vardet for
olika steg i spelet. De beskriver i arbetets sektion 3.6 vad skillnaden ar mellan
den “vanliga” berakningsvagen som hela tiden tar fram det viktade
vantevardet med denna mer effektiva metod som lagrar en del av
berdkningarna och pa sa satt undviker upprepningar av lika berakningar. Ett
exempel de tar upp som belyser forbattringen ar ndr samma berdakning
behover goras. Om en spelare har handen {1,1,3,4,5} och viljer att sla om den



forsta 1lan sa ar sannolikheten och darmed vantevardet identiskt med om
spelaren valt att sla om den andra lan.

Optimeringen gar som tidigare nimnts ut pa att spara undan och
ateranvanda varden fran berdkningar. Tack vare “keepern” slapp de gora
explicita berakningar av sannolikheter, da de gors inbaddat i denna
optimering. [4, p. 6] Just denna metod med “keepers” anvands exempelvis i
arbetet ”A Nearly Optimal Computer Player in Multi-player Yahtzee” skriven
av Jakub Pawlewiez, vilken Larsson och Sjoberg refererar till i sin text. [6] [4]

De Ovriga arbeten som gjorts har kommit fram till liknande resultat
med liknande implementation av algoritmen. De har i likhet med Glenn och
Pawlewicz analyserat den utomskandinaviska varianten. Pawlewicz
berdknade vantevardet till 254.589 vilken bortsett fran avrundningen
overensstaimmer med Glenns varde, 254.59, vilket har en tillhorande
standardavvikelse om 59.61. Detta vdrde dr dven identiskt med resultatet fran
Verhoeffs arbete, som dock fatt standardavvikelsen till 60, vilket kan bero pa
avrundning.

I Glenns senare arbete, fran ar 2007, har han gatt djupare in pa sjilva
implementationen av berdkningen och gor ytterligare forbattringar av det
tidigare arbetet. En studie lik manga av de andra gjordes ar 2012 som ett
kandidatexamensarbete vid Kungliga Tekniska Hogskolan av Felldin och
Sood. Dessa fick efter simulering vantevardet till 221.67906, vilket dven de
analyserade den utomskandinaviska varianten. [5] [2] [3] [4] [6] [7]

Anledningen till den stora skillnaden mellan somliga resultat beror pa

vilken variant som &r analyserad, den skandinaviska eller utomskandinaviska.

Optimal strategi

Det inom detta omrade ofta anvanda uttrycket “optimal strategi” syftar till ett
sorts regelverk som en tankt spelare skall folja. For varje majligt tillstdnd i ett
spel, vilket beror pa foljande faktorer:

e hur manga kategorier som dr ifyllda

e om bonus dr uppnadd eller hur langt ifrdn bonus spelaren ar

e vilka tarningar som slagits

vilket slag i omgangen spelaren befinner sig pa

P& denna nod finns en instruktion lagrad som sdger vad spelaren skall gora i
just detta skede. Som tidigare namnts sa har just denna strategi beraknats ett
flertal ganger, sa val for den skandinaviska varianten som for den

utomskandinaviska. I bada dessa fall ar berdkningarna mycket likartade, da



den stora skillnaden endast ar skillnad i hur manga poang en viss

tarningskombination ger. [4] [6]



Metod

Den metod som anvints i detta arbete for att berdkna den optimala strategin ar
av typen ”brute force”, att ga igenom varje tankbar mdjlighet och skeende i
spelet. Spelet kan representeras av en graf bestdende av noder och kanter,

vilket pa fil lagras som en stor matris.

Grafrepresentation

Som gjorts i manga av de tidigare studierna representeras en hel spelomgang
som en graf bestdende av horn och kanter. Varje horn motsvarar ett av det
stora antalet tillstdnd i spelet, vilket grundas pa foljande faktorer:
e antal podng som saknas i de sex 6verst kategorierna for att na bonus:
|O...63| = 64
e vilken “hand” vi har: (alla unika kombinationer av 5 tarningar)

[1...252] = 252, upprepning utan avseende pa ordning, [12, p. 12]

n+r-1 5+6-1 10
= = = 252, r=antal utfall, n=antal tarningar
r-1 6-1 5

e vilka kategorier som ér ifyllda: (alla kombinationer av fyllda respektive
icke fyllda kategorier) 2° =32768
e vart spelaren ligger i sin tur: efter forsta slaget, efter andra och efter
tredje.[2] [4]
Kanterna representerar vilken “vag” spelaren tar, vilka tirningar som sparas
respektive i vilken kategori spelaren viljer att sdtta poang. Antal kanter som
representerar behdllning av tarningar ar maximalt 467(berdknas som antalet
unika hander med n=5, r=7), men varierar beroende pa utgangshanden,
eftersom endast det unika sparandet av hander ar relevant. Fran noden som
representerar att det sista slaget for turen &r slaget finns det endast mellan 1
och 15 noder, alla permutationer av fyllda kategorier med endast en ofylld.
Det som utgor den optimala strategin ar att det pa noderna som
representerar tillstandet efter det férsta och det andra slaget finns information
om vilka tarningar som skall slas om, medan det pa noden som representerar
tillstandet efter det tredje slaget finns information om vilken kategori poangen
skall sdttas pa. Detta innebér att det kan visualiseras som att det pa varje nod
finns information om just det optimala draget, for varje majligt tillstand i
spelet.
Gallande de faktorer som paverkar vilket tillstand spelaren befinner sig

i, s& spelar de faktiska poangen spelaren har ingen roll, med undantag for de i
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de sex Oversta kategorierna. Detta dr ekvivalent med att det inte spelar nagon
roll var spelaren “kom” fran, utan endast det nuvarande laget. Detta fenomen
av “minnesloshet” innebar att grafen bendmns som markovsk i matematiska
termer. [13, p. 2]

Denna metod att visualisera grafen dr den samma som anvants av
Larsson och Sjogren samt Glenn, vilken &r en sa kallad “brute force” metod,
vilket innebar att exakt alla mdjliga tillstand spelaren kan hamna i &r
representerat och att berdkningen gors genom att hela grafen traverseras for att

finns den béasta vagen i alla lagen. [4] [2]

Basfall

Traverseringen inleds i den dnde av den tankta grafen dar det finns sa fa
mojligheter som mojligt, det vill sdga det tillstdnd nar alla tre slag ar slagna,
alla kategorier utom en &r ifyllda. Dessa tillstdnd kallas basfall och utgor
grunden for traverseringen. Algoritmen gar igenom alla olika permutationer
av fyllda kategorier dar endast en kategori ar ofylld, (15 stycken), for varje
mojlig summa hos de 6versta sex raderna (64 stycken) och for varje majlig
hand spelaren kan ha (252 stycken).

Under sjdlva traverseringen berdknas forvantade poang pa varje
tillstand, vilket representerar hur manga ytterligare poang spelaren kan
“forvanta” sig om den far en viss hand. Det speciella med basfallen ar det
forvantade vardet ar det exakta vardet, eftersom spelaren vid ett sddant fall
endast har mojlighet att sitta tarningarna pa en enda kategori. De poang som
lagras som de forvantade ar sdledes sa ménga poang som ges for att spara den
valda handen i just den kategorin, vilket dr anledningen till att traverseringen

kan borja just hér - ingen annan data behovs.

Rekursion

Nar basfallen dr berdknade ar resterande del av algoritmen mycket lik under
hela den aterstdende berdakningen. Steget efter basfallen ar for det fall da
spelaren har slagit sitt andra slag medan resterande faktorer ar lika de i
basfallen. De varden som nu skrivs till varje nod ar denna gang det hogsta
forviantade vardet, da spelaren viljer att behélla en viss hand.

Detta berdknas genom att algoritmen gar igenom alla olika satt
tarningarna kan behéllas och for varje sddant fall tar fram sannolikheten for att
na de olika hdnderna i nésta steg i grafen fran en forkalkylerad databas.

Forvantat varde for behallningen berdknas genom att ta ut sannolikheten ur
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databasen for att fa en viss hand och multiplicerar det med det fran tidigare
lagrade forvantade vardet for en viss ndsta hand. Alla dessa sannolikheter
summeras till ett och det forvantade vardet fas genom féljande formel:

Ett tillstand T ={h,kat, k}, h=unik hand, kat=poangkort med unikt ifyllda

kategorier och poangsumma av sex oversta kategorierna, k=kast (1,2,3(,4)).
252 31

a. Exp(Ty) = p(T;|M(m;,T,))*Exp(T;) (Se figur 1)

j=1 i=0
M (m,T) = aterstdende hand efter maskning m.

Exp(x) = forvantad kommande poangsumma for tillstand x,

dar x ar tillstdndet efter forsta respektive andra kastet.

b. Exp(T,) = ml_;lx Exp(T;) (Se figur 2)

Figur 1 - forvantat poang vid kast . . .
g P 9 Figur 2 - férvéantat poéng vid placering av

poang i kategori

Forutom forvantat varde skrivs information om det drag som ger just detta
maxvdrde alternativt for det tredje kastet vilken kategori spelaren skall sétta
handen pa.

Detta forfaringssatt fortloper for alla tillstand, det foljande steget ar nar
spelaren endast slagit ett slag. Nar detta ar gjort for alla mojliga poang for de
ovre raderna, for varje hand och for varje tom kategori fortloper algoritmen
med alla kombinationer av tva ofyllda kategorier och sa vidare fram till att alla
kategorier ar ofyllda, vilket dr sa poangkortet ser ut nar spelaren borjar.

Efter varje runda sparas ett forvantat varde undan for just den rundan
med avseende pa hur manga kategorier som ér ifyllda, samt for varje hand

som ar mojlig att fa pa det forsta slaget.



Detta gors genom att precis som tidigare iterera 6ver alla mdéjliga hander men
istallet for att ta fram sannolikheten for att fa en viss hand med en viss
maskning tas sannolikheten att fa en viss hand pa forsta slaget, det vill sdga
sannolikheten att f4 en viss hand utan att halla ndgon tarning.

Det sista fallet dr nar spelaren ska vélja en kategori att sétta sina
tarningar pa. Detta liknar mycket det fallet dar algoritmen undersoker vilken
maskning som ar en mest fordelaktiga. Till skillnad fran maskningen
undersoks istéllet vilken kategori som ar mest fordelaktig, i avseende att ge
hogst forvantat varde. Genom att testa att satta handen pa alla kategorier som
ej annu ar ifyllda kan det optimala valet av kategori fas eftersom det forvantat

varde for de da unikt ifyllda kategorierna finns sparat.

Berdkning av sannolikheter

Sannolikheterna berdknas for varje tankbart kast med noll till fem tarningar
enligt foljande:

Sanolikheten for ett visst fall kan formuleras matematiskt som
£*(L/6)" utifran en hand tirningar D. Lat H, vara handen med tirningar
spelaren har fran borjan och H; den hand spelaren har for avsikt att fa.

& = antal permutationer som kan skapas av D.
(Exempel: D ={1,1} -> ¢=1och D ={1,2} -> £=2).
d = antal omslagna tarningar.

D = de omslagna tarningarna= H, \H, °

P{Xy, Xy s X, 3=

De sex fall fran att ingen tarning slas om till att alla tarningar slas om,
bearbetas enligt foljande exempel.

1 Daingen tarning slas om ar sannolikheten 1 om H, = H, , annars 0.
2 Da en tdrning slas om finns ett mojligt utfall utifran att {x}=H, \H,.
3 Da tva tarningar slas om finns tvd méjliga utfall utifran att
{x y}=H;\H,:
a X=Y, vilket nas med sannolikheten

2
1*(3 :% 1(1/6)°2=(1/36), da P{x,x} =1.
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b x!=Yy, vilket nas med sannolikheten

1V 1
2% 2] 2= 4a P{x,y}=2
(6) 1 44 Py

4 DA tre tarningar slas om finns tre mdjliga utfall utifran att
{x,y,z} =HI1\HO:

a X=Yy=z, vilket nds med sannolikheten

3
1*(1] =i, da P{x,x,x}=1.
6 216

b Xx=#Y, Xx#2, y#1z,vilket nas med sannolikheten

3
6*(% L ,daP{xy,z}=6.

6) 7776
C X=#Y, X=12,yYy#z,vilket nas med sannolikheten
1Y 1
3*| = | =—,da P{x,y,x;=3.
(6} 7 44 Pixyxd

5 Da fyra tarningar slas om finns fem méjliga utfall utifran att
Xy, z,wp=H \H,:
a X=Yy=z=Ww, vilket nds med sannolikheten

4
1*(% =i, daP{x xx,x}=1.
6 1296

b Xx=Y, z=Ww, X# z, vilket nas med sannolikheten

J1Y 1
6 A =m,daP{x,x,y,y}:6.

C X#£Y,Z#Y, W#2Z, X#W, Y #W, vilket nas med sannolikheten

1y 1,
24*(—) :a,da P{x,y,z,w}=24 .

6
d X=y=zXx#Ww, vilket nas med sannolikheten
4
4% 1 :i,dé P{x,x x,w}=4.
6 324

e X=Y, X#Z, X#W, Z#W, vilket nas med sannolikheten

N o1
12*| = :ﬁ,daP{x,x,z,w}:lz A

6 Da fem tarningar slas om finns sju mojliga utfall utifran att

{x,y,z,w,q} =H, \H,:
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a X=y=z=w=(, vilket nas med sannolikheten
1

:L, daP{x xx,x,x}=1.
7776

b X=y=z=w, X#(, vilket nas med sannolikheten

[EY
*
7N\
o |
N—
(&2}

1Y 5
5% = | =——,daP{x,x,x,x,qt=5.
(6) 776 48P %

C X=Yy=zZX#W, W=( , vilket nas med sannolikheten

1Y 5 .
10* 5 =%,daP{x,x,x,w,w}:10.

1944
e X=Y,X#Z, =W, X#(, Z#( , vilket nas med sannolikheten

y
5
ZO*GJ :i, daP{x,x x,w,q} =20 .

1Y 5
30* = | =——,daP{x,x,2,2,q} =30 .
6 1296

' X=Y, X#Z, X#W, X#(, Z#W, Z#(, W=( , vilket nas med
sannolikheten

A
60*| = | =——,daP{x,xz,w,q} =60 .
6 648

g X-‘,éy,X;tZ,XiW,Xiq,in,y;tW,yiq,ZiW,Z?ﬁq,Wiq
, vilket nas med sannolikheten

1° 5
120*| = | =—,daPix,vy,z,w,q} =120.
(6) 324’ BP0 Y2 W)

Implementation av regelférandringar

I syfte att undersoka vad som sker nér varje spelare under varje tur lats sla
tarningarna fyra ganger istéllet for tre gors mindre forandringar i
programkoden. Detta paverkar inte forfaringssattet i stort, men antalet
tillstand som behover beaktas okar med en faktor 4/ 3, da det finns ett tillstand
som representerar varje av de fyra fallen: efter fOrsta slaget, efter andra slaget,
efter tredje slaget och efter fjarde slaget. Da denna forandring okar antalet

berdkningar sa kommer berdakningstiden ocksa 6ka med ovan namnd faktor.
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Skapandet och anvandandet av den optimala strategin

I den representativa grafen finns nu ett stort antal noder innehallande
vantevarde och instruktion om det optimala draget. Vid anvandande av den
optimala strategin dr vantevardena ej nddvandiga langre, utan det enda som
behover sparas ar instruktioner for vad spelaren skall gora, for varje mdojligt
tillstand i spelet. Den faktiska optimala strategin dr saledes en fil av
instruktioner for spelaren. Instruktionen ar antingen en kategori som spelaren
skall sétta sin hand pa eller hur spelaren skall behalla tirningarna innan nésta
kast.

Varje instruktion utgors av en byte, vilket ar utrymmesmassigt
tillrackligt eftersom kategoriindex gar mellan 0—14 (0-indexerat) och
maskningen som bestar av ett fem-bitars binart tal, dar noll pa en plats betyder
sld om och ett betyder behall tarningen pa samma plats i handen. Varje hand
kravs vara sorterad for att maskningen skall peka pa ratt tarning. Da ett fem-
bitars tal gar fran 0—31 sa kan dven detta representeras av en byte. Under
berdkning lagras dessa bytes i en lista av dimension tre. Efter berdkning av alla
tillstand skrivs listan till fil, byte for byte hexadecimalt.

For att exempelvis lata en simulator anvianda den optimala strategin
lats den slumpa fram en hand, vilken sorteras, varpa information om antal
poang fran bonus, vilka kategorier som ar ifyllda och vilket slag spelaren

tillsammans med handen pekar, pa en unik plats i filen.

Optimeringar

Trots dagens kraftfulla datorer och det faktum att yatzy inte ar nagot av de
mest komplexa spelen sa tar berdkningen av den optimala strategin lang tid.
Utifran detta forhallande ar ett antal optimeringar implementerade. De tva
allmént begransande faktorerna vid berdkning &dr arbetsminne och
processorkraft.

For att undvika kontinuerliga berdakningar av samma sak, vilket
belastar processorerna mycket, sa kan manga varden forberaknas och lagras i
arbetsminnet. Detta ar klart fordelaktigt sa lange det forberdknade gar att lagra
pa det snabba arbetsminnet. I annat fall lagras det pa det virtuella

arbetsminnet vilket lagras pa disk och ar mycket langsammare vid lasning.
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Forberdknade poang for hander

En tidsbesparing kan uppnas genom foérberakna och lagra data som anvénds
ofta i arbetsminnet. En stor del av den information som behovs vid berdkning
av strategin dar hur mycket en viss hand H maximalt kan ge da den lagrasien
viss kategori K, utifran ett visst antal poang i de sex oversta raderna P. Alla
dessa forberdknas och lagras i en tredimensionell lista av bytes. H gér fran
1-252 (antal mojliga hander, 1-indexerad), K fran 1 till 15 (antal kategorier i
yatzy, 1-indexerad) och det mdjliga antalet vasentliga poang for de Gvre sex
raderna dr 0—63 (0-indexerat), dar 63 representerar att tillrackligt med poang
for bonus har uppnatts och att denna har utdelats till spelaren. Detta ger,
utifran att en byte &r 8 bitar och de vanliga reglerna, en lista som kraver drygt

0.24 mb i arbetsminnet.

Forberaknade sannolikheter

Samma teknik som ovan anvands aven for alla de sannolikheter som behover

berédknas: sannolikheten att fran en hand H fa handen H, utifran att en viss
uppséattning av tarningarna i H, behalls. Bade H,och H, kan viljas pa 252

olika satt och antalet mgjliga satt att spara tarningar ar 32. Denna databas med
information dr mer minneskravande da sannolikheterna maste lagras som
doubles (64 bitar pa ett 64-bitars operativsystem) eftersom det dr decimaltal.

Det ger en total minnesatgang om drygt 16 mb.

Parallellt arbete

Pa grund av att en mycket stor andel av berdkningarna inte ar sekventiellt
beroende av varandra kan ett flertal av dessa berdknas parallellt. Med hjdlp av
den inbyggda funktionaliteten i java for uppdelning av kérningar pa olika
processortradar kan kortiden sankas betydligt. Vid berakning av den optimala
strategin for standardregler dr det anvandbart med upp till 411840 parallella
tradar. Denna siffra kommer fran binomialkoffecienten for 15,6 och/eller 15,7
vilket representerar antalet permutationer av kategorier med sex respektive sju
ifyllda. Detta multipliceras med 64 da varje sddant poangkort finns i 64

varianter pa grund av summa av de 6vre kategorierna.

iR

6435*64 =411840
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I teorin ger detta en minskad tidsatgang med faktorn 411840 pa just
dessa tva fall, vilket dock ej har varit mgjligt att testa pa grund av avsaknandet

av resurser, till skillnad fran endast en trad kors at gangen.

Teknik

En viktig faktor i detta arbete ar berdakningskraft da det ar en mycket stor

mangd berdakningar som kravs. Till alla dessa har olika datorer anvénts.

Mjukvara

Programkoden som anvénts for att berdkna den optimala strategin ar skrivet i
programmeringsspraket java. Programmet har sedan exekverats pa en dator

med Ubuntu 12.10 med java-7 runtime enviroment.

Hardvara

Pa grund av det hoga kravet pa berakningshastighet for att kunna genomfora
berdkningarna inom rimlig tid har koden for skapandet av den optimala
strategin korts pa fjarrservrar hyrda fran den amerikanska natbutiken
Amazon. Produkttypen kallas “Cluster Compute Instances” vars tekniska
specifikation aterfinns i appendix a. Simulering av spelade omgéangar ar
relativt “latta” berakningar och har darfor utforts pa mindre kraftfulla
salsdatorer pa Kungliga Tekniska Hogskolan i Stockholm. Specifikation for
dessa aterfinns i [appendix b].

Simulering utifran optimal strategi

Nar den optimala strategin berdaknats lat vi en salsdator pa KTH simulera
100 000 spel, dar tarningarna slumpvis valdes med hjalp av javas inbyggda
slumpgenerator. Slutgiltig poangsumma fran varje spel lagras i en fil. Utifran
dessa varden kan vantevardet berdknas (genomsnittlig podangsumma) samt

aven spridningen, i form av varians och standardavvikelse.

Inspiration och lanad kod

Den algoritm som skall anvéandas for att 10sa den stallda fragestdllningen har
berdknats av ett flertal personer. P4 grund av detta i samband med att
fragestdllningen i huvudsak inte handlar om algoritmen i sig, utan sjdlva
jamforelsen av regelforandringar har valet gjorts att ta inspiration fran kallkod
som publicerats som 6ppen kéllkod pa Github. Denna kallkod har en
medfoljande textfil [appendix c] som behandlar upphovsratt for arbetet, i
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vilken det tydligt framgar att koden bade far modifieras och anvandas, sa
lange hanvisningar gors till upphovsmannen. [14] [4]

De huvudsakliga delar som lanats fran det ovan namnda projektet ar
programstruktur gillande parallellisering och datastrukturer. Mycket av detta
har varit tvunget att modifieras for att fragestallnigne skall vara majligt att
svara pa, samtidigt som valet gjorts att inte anvanda sig av deras
optimeringsmetoden kallad “keeper”.

Den mest betydande delen i algoritmen, det vill siga den som berdknar
det viktade poangsummorna har implementerats utan direkt inspiration fran
Sjogren och Larsson, da "keeper” ej anvands och ddarmed blir algoritmerna
mycket olika.
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Resultat

Efter implementation av den optimala strategin exekverades berdkningarna
forst pa en dator med 8 processorkarnor som koérde Windows 7 som
operativsystem. Kérningen for tre kast tog da en bit 6ver 15 timmar att
berdkna medan korningen for fyra kast tog 6ver 20 timmar.
Tva fjarrservrar hyrdes da in med vardera 32 virtuella processorkarnor som
koérde Ubuntu 12.10 som operativsystem. Detta resulterade i en markant
minskning av tidatgangen for de bada korningarna. Berakningarna for tre kast
tog da 6.5 timmar och strax 6ver 11 timmar for berdkningen for fyra kast.
Resultaten av berdkningarna sparas till fil. Storleken pa filen ar darfor
direkt beroende av antalet tillstand. Storleken pa berakningarna for tre
respektive fyra slag blir darfor olika.
Dar varje tillstdnd bestar av en byte kommer filens storlek vara antalet unika
tillstand, raknat i byte.

For filen med tre slag géller:
Antal slag *antal unika hander *antal unika poangkort =

3*253*(2"° *64) =1591738368 B~1.59GB
For tyra slag galler:
4%253*(2"°*64) =2122317824 B~ 2.12GB

Nar berdkningarna var fardiga kunde simuleringar koras med hjalp av ett java
program som “spelar” yatzy och beroende pa vilket tillstdnd i spelet
programmet befinner sig i, behélla vissa tarningar eller sétta tirningarna pa en

viss kategori som den optimala strategin foreslar.

Simulering

Simuleringen kordes 100 000 ganger med den optimala strategin for tre
respektive fyra kast. Utifrdn dessa korningar gavs medelpoang (vantevarde)
samt en lista med alla slutsummor. Utifran denna lista berdknades varians och
standardavvikelse, samtidigt som den oftast forekommande poangsumman
kunde finnas, se (Tabell 1). Dessa varden anvandes dven for att rita en
illustrerande graf for forhallandet mellan poangsumma och antal forekomster,
for tre respektive fyra kast, se (Graf 1).

17



Simulering 3 och 4 slag

1 400,00

1 200,00
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0 50 50 300 350 400

Podangsumma

Graf 1

Vantevarde och varians

Viantevardet V (X) och standardavvikelsen D(X) ges av foljande formler och

ar jamforelsevarden for att analysera hur hog sannolikheten ar att fa ett varde
néra det forvantade vardet E(X), dar X ={X,, X,,..., X, } i vilken X,

representerar en poangsumma fran simuleringen.

V) ==Y (X

D(X) =W (X)

(8]

3 kast 4 kast
Genomsnittlig 233.00 280.07
slutsumma
Varians 2009.20 1701.17
Standardavvikelse 44.82 41.25
Mest forekommande 231 312
poangsumma
Tabell 1
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Korrekthet

Korrektheten for den optimala strategin &r fullstandig pa grund av att
rekursionen som gors gar igenom alla mdjliga tillstand i spelet och eftersom
denna process dar markovsk s dr vagen till ett tillstdind ovasentligt. Fran varje
givet tillstand ar det sakert att den optimala vagen valjs i ett givet tillstand,
eftersom alla méjliga vagar ar testade och den vag med hogst forvantat varde
ar den som f0ljs.

Allt detta forutsatter sjalvklart att tarningarna som anvénds ar
korrekta, med vilket menas att de sex sidorna numrerade fran ett till sex
uppkommer med identisk sannolikhet, om (1/6). Statistiskt sitt ar
sannolikheten att under ett helt spel enbart sla “bra” eller “daliga” hander ar
sa pass lag, att sannolikheten for att fa ett resultat i narheten av det forvantade

vardet ar hogt.
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Diskussion

Det resultat vi har fatt for spelomgangar dar spelaren slar tre slag per omgang
har en genomsnittligt slutsumma som skiljer sig fran tidigare studier. Att det
skulle skilja sig fran de utomskandinaviska studierna var nagot vi hade raknat
med eftersom reglerna dr annorlunda och poangutdelningen ar hogre. Larsson
och Sjogrens studie behandlar dock den skandinaviska versionen av yatzy och
ar den enda vi har funnit som analyserar den optimala strategin. Har skiljer sig
vart resultat fran deras med cirka 11 poang, det vill sdga drygt fyra procent.
Jamfors daremot graferna kan tydliga likheter i fordelningen ses. (Se [appendix
e] och Graf 1).

Vi anser precis som Larsson och Sjogren att den optimala strategin har
implementerats, men uppenbarligen har vara implementationer skillnader
som gor att resultatet ocksa skiljer sig. For var fragestallning anser vi dock att
eftersom de tva fall vi undersoker ar implementerade med samma algoritm
kan en jamforande studie utforas.

Som forvantat ar det fordelaktigt att fa mojligheten att sla fyra slag
istdllet for tre, vilket bade kan uttydas fran Graf 1 och ur data fran Tabell 1.
Enkom det faktum att vantevardet for fyra slag ar hogre an det for tre slag ar
tecken pa fordelarna. Det faktum att variansen &r lagre for reglerna med fyra
slag tyder pa att sannolikheten att komma néra det forvantade vardet ar hogre,
an det ar for reglerna med tre slag.

Som tydligt ses sa skiljer sig kurvorna for tre respektive fyra slag sig at,
inte enbart med avseende pa poang utan dven pa form och fordelning. Ett
enligt oss tydlig korrelation mellan graferna ar de férhallandevis lagt
forekommande vardena for podngsummor i intervallet 260-290. Detta tyder pa
att dessa poangsummor dar mer osannolika att fa, oavsett om tre eller fyra kast
tillats.

Det faktum att majoriteten av podngsummorna for fyra slag ligger
ndrmare maximal poangsumma (375) kan tankas vara sjdlvklart, och detta
pavisas i var undersokning. Utifran detta kan spekulationer géras om
huruvida allt fler slag leder till en allt tydligare fordelning av poangsummor
ndra den maximala summan, vilket dr ekvivalent med att vantevardet hojs.

Dessa spekulationer dar dock inget vi genom detta arbete kunnat utrona.
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Slutsats

Korrektheten for den optimala strategin ar fullkomliga, men under detta arbete
har mojligheten att kontrollera om denna faktiskt uppnatts inte kunnat
undersokas. Trots avsakande av fullstandiga bevis for total korrekthet anses
strategin vara ett fullgott verktyg for att jamfora de tva regelforutsattningarna.
Den implementerade strategin pavisar dock tydligt att variansen minskar
vilket innebar att sannolikheten f6r hogre poangsumma okar nar fyra slag
tillats till skillnad frén tre slag. Variansen for mdjligheten att sla fyra slag
istdllet for tre minskade, vilket tyder pa 6kad sannolikhet att resultera i en
poangsumma ndra vantevardet.

Sammanfattningsvis blev resultatet som forvantat, att da i yatzy fa
mojligheten att sla fyra slag per omgang istéllet for tre, ar fordelaktigt i

avseende for att fa hoga poang och minimera risken for laga.
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Appendix

a - specifikation av CCI

Teknisk specifikation av “Cluster Compute Instances”:
e Internminne: 60.5 GB
e Processor: 88 EC2 Compute Units (2 x Intel Xeon E5-2670,8 kérnor)
e Lagringsutrymme: 3370 GB
e Plattform: Ubuntu 12.10 - 64-bit
e Skrivning/lasning: mycket snabb (10 Gigabit Ethernet)

e AP-namn: cc2.8xlarge

b - specifikation av salsdatorer pa KTH

Teknisk specifikation av anvanda datorer pa KTH:
e Processor: Intel(R) Core(TM) i7-2600, 3.4 GHz (8 kadrnor)
e Interminne: 16.0 GB
e Plattform: Windows 7 Enterprise - 64-bit
e Grafikkort: NVIDIA GeForce 8500 GT

c — upphovsrattlig fil
Copyright (C) 2012, Marcus Larsson, Andreas Sjoberg

Permission is hereby granted, free of charge, to any person obtaining a copy of
this software and associated documentation files (the "Software"), to deal in the
Software without restriction, including without limitation the rights to use,
copy, modify, merge, publish, distribute, sublicense, and/or sell copies of the
Software, and to permit persons to whom the Software is furnished to do so,

subject to the following conditions:

The above copyright notice and this permission notice shall be included in all

copies or substantial portions of the Software.

THE SOFTWARE IS PROVIDED "AS IS", WITHOUT WARRANTY OF ANY
KIND, EXPRESS OR IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO THE
WARRANTIES OF MERCHANTABILITY,
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d - spelregler

Den skandinaviska versionen av yatzy spelas med fem tarningar av en eller
flera personer. Poangblocket som skall fyllas i bestar av 15 kategorier vilka
representerar olika konstellationer av tarningsresultatet efter det sista av de tre
slagen. Ett helt spel bestar av 15 varv dar varje spelare har en tur per varv.

Varje tur inleds med att spelaren kastar de fem tarningarna. Mellan
varje av de tva foljande kasten kan spelaren vélja att kasta om alla tarningarna
eller behalla en eller flera av dem. Efter det tredje och sista kastet skall spelaren
placera utkomsten av tarningarna i nagon av de 15 kategorier som
representerar spelarens poang.

Varje kategori har olika kriterier som maste uppfyllas for att fa satta
poang dar.

Kategorierna ar foljande:

e “Ettor”-"Sexor”: sex rader vilka var och en endast kan fyllas av
summan av de tirningar som visar EN prick, respektive TVA prickar
och sa vidare.

e “Par”: fylls med summan av tva tarningar som visar samma antal
prickar.

e “Tvapar”: fylls med summan av tva unika par, till exempel {1,1} och
{4,4} men inte {1,1} och {1,1}.

e “Tretal”: fylls med summan av tre tirningar vilkas antal prickar &r lika.

e “Fyrtal”: fylls med summan av fyra tarningar vilkas antal prickar ar
lika.

e “Kak”: fylls med summan av tre lika tarningar och ett par av annat
antal prickar.

e “Liten stege”: kan endast fyllas med 15 poédng, da tarningarna visar
{1,2,3,4,5}.

e “Stor stege”: kan endast fyllas med 20 podang, da tarningarna visar
{2,3,4,5,6}.

e “Chans”: summan av alla tarningarna.

e “Yatzy”: kan endast fyllas med 50 podng da alla tarningar visar samma

antal prickar.

24



En bonus om 50 poang ges till en spelare om summan av de sex dversta
raderna overstiger 62. (En tumregel dr att gransen precis overstigs da
summorna utgors av tre tarningar i respektive rad).

I det fall tirningarna inte uppfyller kraven for att skriva in poang ar
spelaren tvungen att “stryka” en rad, vilket innebar att denne satter noll poang
pa nagon rad, vilket gor den férbrukad. Detta alternativ far dven valjas trots att
spelaren har mojligheten att satta poang pa nagon rad.

Eftersom en rad blir “férbrukad” nar podng satts i kategorin ar en
viktig del i strategin att alltid satta utkomsthanden av tarningar ratt. For att
efter det tredje slaget fa ha en s& bra hand som mdjligt ar det viktigt att alltid
spara de tarningar som medfor att det forvantade slutgiltiga resultatet ar sa

hogt som mojligt. [11]
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