Forelidsning 8+9: NP-problem
Formalisering av “rimlig tid”
e En algoritm som har kértid O(n*) for nagon konstant k &r rimligt snabb.

e En algoritm som har kortid £2(¢™) for nagon konstant ¢ > 1 ar for langsam.

Begreppet “effektiv algoritm” &r alltsd synonymt med “gar i polynomisk tid” i
den hir kursen.
Ar detta en rimlig uppdelning?

Formell definition av polynomiella problem

Ett formellt sprak L &r en méngd av stréngar.
Exempel:
{((abcﬂ, “qwerty”, “XyZZy”}
{binéra strangar av udda langd}
{binira strangar som beskriver ett primtal}
{syntaktiskt korrekta C-program}
Ett sprak kan beskrivas pa olika sétt:

e Upprakning av strangarna i spraket.

e Uppséttning regler som definierar strangarna i spraket (d.v.s. en gramma-
tik).

e Algoritm som kinner igen strangarna i
spraket.

Varje beslutsproblem motsvarar ett sprak:
Spraket som bestar av alla ja-instanser.
Omvént siger vi att algoritmen A kdnner igen spraket L om

A(x) =Jaomx € L,
A(x) =Nejom x & L.

A tar polynomisk tid om det finns en konstant k s att A(z) tar tid O(|x|*).
P ={L : 3A som léser L i polynomisk tid}

Dessa problem (sprak) dr de vi i kursen

betraktar som latta.

Finns det svara problem?: Tva svar kan ges.

1. Det finns artificiella problem som man kan bevisa att de inte ligger i P.
2. Det finns naturliga problem som man antar inte ligger i P.



Exempel pa (troligen) svara problem

Schemalédggning:
KTH har, som vanligt, fatt fler elever utan att ha tillgang till mer salar. Sche-
maldggarna maste ta hansyn till ett stort antal villkor nar de lagger schemat:
- Ingen sal far dubbelbokas
- Ingen larare far dubbelbokas
- Ingen arskurs far dubbelbokas
- Ovningar maste ligga efter forelisningar  etc
- 8-10 1 Kista och 10-12 pa campus gar inte
- Jamn fordelning mellan olika lasveckor
- Larare X arbetar bara onsdagar—fredagar
Gar det att konstruera ett schema som uppfyller alla villkoren?

Satisfierbarhet:

I t.ex. Al och programverifikation kan man ofta beskriva ett problem som en
logisk formel i n variabler dér en variabeltilldelning som goér formeln sann t.ex.
kan svara mot att ett program ar korrekt.

Ex. Betrakta formeln

(xVyV-w)A(—zV2)A
(ry Vw) A (zV-wV —z2)

Finns det en satisfierande variabeltilldelning?
Formeln ovan satisfieras om x och z &r sanna medan y och w ar falska.

Handelsresandeproblemet:

En handelsresande vill besoka alla storre stédder i Sverige for att sedan aterkom-
ma till sin hemstad. For att spara tid och pengar vill han inte aka ldngre &n
han maste.

Travelling Salesman Problem (TSP):

Givet en graf G = (V, E) med vikter pa kanterna, finns det nigon
tur av lidngd hégst L som passerar alla hérnen och aterkommer till
starthGrnet?

Detta visar sig vara relaterat till problemet

Givet en graf, innehaller den nagon

hamiltoncykel?

(En hamiltoncykel ar en cyklisk delgraf som passerar alla horn exakt en gang.)

Kappsécksproblemet:

En fjéllvandrare ska packa en ryggsick och orkar inte bara mer &n W kg. Det
finns manga saker han vill ha med, och varje sak har kiind vikt och anvindbar-
het:



Sak Vikt Nytta

Talt 10 100
Sovsick 7 80
Kudde 0.5 10
Extra troja 1 25

Tandborste 0.01 5
Rakhyvel 0.1 2
etc

(Det gar inte att dela pd nagon sak.)
Gar det att vilja ut saker av total vikt hogst W kg sa att nyttan blir
minst U?

Graffiargning:

I vissa sammanhang ar det naturligt att betrakta komponenterna i ett system
som hornen i en graf dér varje komponent ar i ett visst tillstand. En konfliktsi-
tuation kan d& uppstd om angrénsande komponenter ar i samma tillstand.
Som grafproblem:

Gar det att fairga hornen i grafen G med hogst K firger sa att ingen
kant foérbinder tvad hérn med samma farg?

Ocksa om G ar planér forblir problemet svart.

Alla problemen kan alla 16sas med uttommande prévning:

Prova alla mojliga kombinationer av de ingaende variablerna och kolla om nagon
16ser problemet.

Nackdel:

For alla dessa problem ger det vildigt

daliga tidskomplexiteter — typiskt Q(n!) eller Q(2™).

Gemensamma egenskaper:

Alla problem delar féljande egenskap:

Om svaret ar “ja” gar det givet en 16sning latt att verifiera att den ar korrekt.
D.v.s. ndgon som har 16st problemet kan snabbt 6vertyga mig om det.

Obs att omvdndningen inte behdver gdlla: Om det t.ex. inte finns nagot tillatet
schema behdver det inte finnas ndagot enkelt sdtt att bevisa detta.

Klassen NP

Komplexitetsklassen NP innehéller de ja/nej-problem dér det till varje ja-
16sning finns ett “bevis” som kan kontrolleras effektivt (d.v.s. polynomisk tid).
Néagra problem i NP:

e Ar vektorn a[l..N] sorterad?
e Ar den logiska formeln ® satisfierbar?

e Ar talet N sammansatt?



Annan definition av NP

Man kan se uttommande provning som ett stort trid dér varje 16sning svarar
mot ett 16v

Ho6jden ar polynomisk men antalet 16v exponentiellt.

Om man i varje nod valde ratt stig skulle man kunna l6sa problemet pé poly-
nomisk tid (férutsatt att det finns nagon 16sning).

Detta kan anvindas som definition av NP.

Olika formella definitioner av NP

Forsta definitionen:
A wverifierar instansen x av problemet L om det finns ett certifikat y sa att

Alz,y)=Ja & =z€lL

D.v.s A avgor spréaket

L={xe{0,1}*: Jye{0,1}* : A(z,y) = Ja}
NP = {L : 3A som verifierar L i polynomisk tid}
P C NP eftersom alla problem som kan 16sas snabbt ocksa kan verifieras snabbt.
Andra definitionen:
En ickedeterministisk algoritm &r en algoritm som gor slumpmaéssiga val i olika
steg. Utfallet av en korning &r slumpmaéssigt. A accepterar ett sprak L om:

z € L= A(xr) =Ja med sannolikhet > 0
x ¢ L= A(x) = Nej med sannolikhet 1

NP = {L : Jpolynomisk icke-deterministisk alg. som avgor L}
P kontra NP

Om nagot NP-fullstdndigt problem kan l6sas pa polynomisk tid sa kan alla 16sas
pé polynomisk tid.

P C NP eftersom alla problem som kan 16sas pé polynomisk tid ocksa kan
verifieras snabbt.

Ar P £ NP?

Néstan alla forskare tror det, men sedan fragan formulerades 1971 har ytterst
smé framsteg mot ett bevis gjorts.

Den bésta undre gransen for NP-fullstédndiga problem &r 2(n) d.v.s. den triviala
gransen.

Olika typer av problem:

1. Beslutsproblem: A(z) = Ja.

2. Optimeringsproblem: A(z) = m Vanligen max/min.

3. Konstruktionsproblem: A(z) = En struktur. Vanligen “losningen” till proble-
met.



Nagra reduktioner:

Losningen till beslutsproblem ger ofta 16sningen till motsvarande optimerings-
och konstruktionsproblem.

Ex:

KLICK

Indata: Graf G och ett tal K.
Problem: Finns det en klick av storlek K i G?
(Klick = Komplett delgraf.)

KLICK ar ett svart (NP-fullstéindigt) problem.

Motsvarande optimeringsproblem:

MAX-KLICK

Indata: Graf G. Problem: Vad ar storleken pa en maximal klick i G?7
Motsvarande konstruktionsproblem:

KONSTRUERA-MAX-KLICK

Indata: Graf G. Problem: Hitta en klick av maximal storlek i G.

Antag att KLICK har en losningsalgoritm A(G, k) s& att A(G, k) = Ja om och
endast om G har en klick av storlek k.
MAX-KLICK har 16sningsalgoritmen B(G):

1) for k — ton

2) if A(G,k) =Ja
3) m«—k

4) return m

KONSTRUERA-MAX-KLICK har 16sningsalgoritm C(G):

(1) m — B(G)

(2) SV

(3) foreach v ¢ V

(4) if B(G(S —{v}))=m
(5) S« S —{v}

(6) return S



Polynomiska reduktioner (Karp-reduktioner)

Problemet @ kan reduceras till Q' om varje instans x av @ kan omvandlas till
en instans 2’ av Q' s& att x € Q om och endast om z’ € Q.

Den hér typen av reduktion kallas for

karpreduktion.

Om reduktionen tar polynomisk tid skriver vi

Q<pQ

eftersom () inte kan vara svarare att 16sa dn Q.
Viktiga konsekvenser av detta:

e Om Q <pQ och@Q ePsaQecP.
e Om Q<pQ ochQ&PsaQ ¢P.
NP-fullstédndiga problem
Problemet @ ar NP-fullstdndigt om
1. Q € NP
2. Q dr NP-svart: Q' <p Q for alla Q' € NP

Att ett problem ar NP-fullstdndigt betyder i praktiken att det inte finns nagon
effektiv algoritm for det; néstan alla tror att P # NP.

Turingreduktioner

En turingreduktion @ <7 Q' 4r en algoritm som l6ser Q med hjilp av anrop
till en algoritm for Q:

Turingreduktionen ar liberalare dn karpreduktionen; Q' behover t.ex. inte vara
ett beslutsproblem.
Om @ ar NP-fullstandigt och Q <7 Q' séger vi anda att Q' &r NP-svart.

Problem: For att visa att A &r NP-fullstéindigt maste man visa att X <p A
for alla X € NP. Hur ar det mojligt?

Forsta NP-fullstédndiga problemet



SAT ar foljande problem:

Givet en logisk formel ®, finns det nagon variabeltilldelning som gor
den sann?

Sats (Cook 1971). SAT ar NP-fullstindigt.

(I samma artikel som klassen NP definierades for forsta gdngen bevisades denna
sats.)

Bevisskiss: Varje NP-problem motsvarar en icke-deterministisk algoritm A.
Problemet ar att avgéra om, givet indata z, det finns en berdkning som ger
A(z) = Ja. Cook visade att man kan konstruera en logisk formel F' si att
A(x) har accepterande berdkning < F' &r satisfierbar.

For att visa att A &r NP-fullstdndigt récker det att visa att SAT <p A.
Varfor: Om X € NP giéller X < SAT. Om SAT < A ocksé giller far vi
X <A

Praktiskt tillvigagangssitt: Bilda riktad graf dir A — B betyder A < B.
SAT — A— B — C — ... betyder da att A, B,C, ... & NP-fullstdndiga.

For att visa att A ar NP-fullsténdigt racker det att hitta ett NP-fullstindigt
problem B sé att B < A.

Om NP-fullstindighetsbevis

Alla NP-fullstdndiga problem kan reduceras till varandra, men om man ska
visa att ett problem &r NP-fullstdndigt kan det &nda lona sig att utga fran rétt
problem.

I praktiken finns det ofta enkla reduktioner fran nagot av 5-10 kanoniska NP-
fullstédndiga problem.

Det enskilda vanligaste problemet att utga fran ar 3-SAT dér vi har logiska
formler pa konjunktiv normalform med exakt 3 literaler i varje klausul.

3-SAT iar NP-fullstindigt

Att 3-SAT € NP ér klart.
Vi ska reducera SAT till 3-SAT:
Givet en SAT-formel ® = ¢; A --- A ¢ bildar vi en ekvivalent 3-SAT-formel &3
genom att ersdtta varje klausul i ® med en eller flera 3-SAT-klausuler.
Antag att ¢; innehaller j literaler 1, ...[;. Klausuler som léggs till ®s:
j=3 L ViaVlis

i=2 ((1ViVy)ANlLVieV—y;)

i=1 ((1Vy;Vzi) AL Vy Voz)A
(b VvV =y Vzi) AL V =y Vo -zg)

i>3 (LVIiaVy) A=yl VisVy2)A
(VI VY A A (gl TPV V)

®3 dr per konstruktion satisfierbar precis da ® ar satisfierbar.
Nagra NP-fullstédndiga grafproblem

Hamiltoncykel
Har grafen G en hamiltoncykel?
(D.v.s. en sluten stig som passerar alla horn exakt en gang.)



Klick
Innehaller grafen G en klick av storlek K7
(En klick &r en komplett delgraf.)

Horntickning
Givet en graf G och ett tal K, gar det att vélja ut K horn i G sa att alla
kanter innehéaller minst ett av de K hérnen?

Graffargning
Givet en graf G och ett heltal K, gar det att farga hérnen i G med K
farger s& att ingen kant blir monokromatisk?

Andra NP-fullstindiga problem

Exakt tdckning
Givet en uppséttning delmédngder av en basméngd M. Gar det att vilja
ut en méngd av delméngder sa att varje element i M ligger i exakt en
méangd?

Delsumma
Givet en méngd P av positiva tal och ett tal K. Finns det nadgon delméngd
av talen i P vars summa ar K7

Heltalsprogrammering
Givet en m X n-matris A, en m-vektor b, en n-vektor ¢ och ett tal K. Finns
det en n-vektor z med heltal s att Ax <bochc-z > K?

Om man i sista exemplet sldpper kravet att komponenterna i x &r heltal blir
problemet (linjirprogrammering) polynomiskt 16sbart.

Ytterligare NP-fullstidndiga problem

Ladpackning
Givet en méangd vikter och k lador som var och en klarar hogst vikt B.
Gar det att lagra vikterna i ladorna?

Kappsick
Givet en méngd S med element som har vikter w och virde v definierade.
Gar det att hitta en delméngd S’ s att summan av vikterna < W och
summan av vardena > B?

TSP
Handelsresandeproblemet.

Reduktioner for flera av dessa problem finns i boken.

Tva problem: OBEROENDE MANGD, HORNTACKNING

Oberoende méngd: Méngd noder utan kanter mellan dem.

Horntackning: Urval av noder som técker in varje kant.

OBEROENDE MANGD

Indata: Graf G, tal K. Problem: Finns det oberoende méngd av storlek K7

HORNTACKNING
Indata: Graf G, tal K. Problem: Finns horntéckning av storlek K7



OBEROENDE MANGD ir NP-fullsténdigt

Vi reducerar fran 3-CNF-SAT. Givet ¢ = C; A Cy A ... A C,,, bildar vi en graf
G med m st. trianglar. Om t.ex. Cy =13 Vs Vi3 dér [; = x; eller I; = &; sa
sitter vi Iy, 2,13 till noder i forsta triangeln. Gor pa samma séitt for de Gvriga
klausulerna och motsvarande trianglar. Nar trianglarna &r klara drar vi kanter
mellan alla par av noder méarkta x;, z; for alla i. Detta ger grafen G som ar en
instans av OBEROENDE MANGD. Man kan se att (¢ ér satisfierbar) < (G
har oberoende méngd av storlek m).

Observation: Om A C V &r en oberoende méngd s& dr V — A en horntéckning
och omvént.

Givet instans x = G, K till OBEROENDE MANGD skapas R(z) = G, |V| - K
till HORNTACKNING. Detta ger en reduktion OBEROENDE MANGD <p
HORNTACKNING

Tva andra problem: HANDELSRESANDEPROBLEMET(TSP), HAMILTON-
KRETS

TSP

Indata: Viktad komplett graf G och ett tal K. Problem: Finns det Hamiltonkrets
med vikt < K7
(Hamiltonkrets = Krets som besoker varje nod exakt en gng.)

HAMILTONKRETS

Indata: Graf G. Problem: Finns det en Hamiltonkrets?

Givet indata x = G till HK skapas komplett graf G’ med w(e) =1 om e € G
och w(e) = 0 om e ¢ G. Sitt sedan K = |V|. Det ger en korrekt reduktion.

Delgrafsisomorfi &r NP-fullstindigt

Givet tva oriktade grafer G; och G3, dr G en delgraf till G327
Problemet tillhér uppenbarligen NP.

Bevis for att problemet &r NP-svart:

Reducera fran HAMILTON CYCLE.

En graf G = (V, E) innehaller ndmligen en hamiltoncykel om och endast om
den innehaller en delgraf som &r isomorf med cykeln Cjy| som har lika ménga
noder som G.

DELSUMMA &r NP-fullsténdigt

Vi reducerar fran 3-CNF-SAT igen. Tag t.ex. ¢ = (T1 VZaVa3) A (11 VT2V IT3).
Vi skapar tal yi,.., M enligt foljande monster:



r1 T X3 Cl [65)
pw 1 0 0 0 1
z 1 0 0 1 O
v2» 0 1 0 0 1
zz 0 1 0 1 0
Y3 0 0 1 1 0
zz 0 0 1 0 1
¢ 0 0 0 1 0
hy 0 0 0 1 O
e 0 0 0 0 1
hy 0 0 0 0 1
M 1 1 1 3 3

Vi far foljande instans av DELSUMMA: Kan M fas som delsumma av talen
Yty ooy hg ?

Om svaret ar JA sa vet vi att exakt 1 av talen yp,2; kan ingd i delsumman.
Om y; ingar sé sdtter vi zp till sann. Om z; ingar sa sétter vi x; till falsk. Gor
samma, sak for xs och x3. Eftersom C7 har kolumnsumman 3 sd méaste det finnas
nagot y; eller z; i delsumman sa att x; eller T; ingar i C7. Sa Cy blir satisfierad.
Samma giller for C.

Omvint: Om ¢ gar att satisfiera véljer vi y; om x1 ar sann i satisfieringen och
z1 om x; ar falsk i satisfieringen. Goér samma for z9 och x3. V&lj sedan g och h
tal s& att summan i ¢; och ¢p indexen blir 3. Vi far dd summan M.

Partition &r NP-fullsténdigt

Givet en méangd S av positiva tal.

Kan S delas upp i tva disjunkta delar S; och S; s& att > 5 = =
ZmESg x?

Problemet ligger i NP ty givet en disjunkt uppdelning gar det snabbt att kolla
om den uppfyller villkoren.

Vi reducerar fran Subset sum:

En instans dar &r tal pi,ps,...,p, och K; ur instansen skapar vi partitionsin-
stansen

p17p27"'pn7P_2K
(dar P =3 p;) om K < P/2 och
P17P27-~-pm2K_P

annars. En jamn partitionering av denna instans finns precis da Subset sum-
instansen ar l6sbar.

0/1-programmering dr NP-fullstindigt

Givet en m x n-matris A och en m-vektor b.

Finns det en n-vektor z med heltal € {0,1} sa att Az < b?
Problemet tillhér NP ty givet en 16sning x tar det O(n?) tid att kolla att Ax < b.
For att bevisa att problemet &r NP-svart

reducerar vi 3-CNF-SAT till det:



En instans av 3-CNF-SAT &r en formel ® over n variabler. Till x; i ® later vi
svara y; € {0,1} dér 1 dr sant och 0 falskt.
For varje klausul ¢; = I V Iz V I3 infor vi en olikhet

Th)+T()+T(l3) > 1
dar T'(z;) = y; och T'(—x;) = (1 — ;).
0/1-programmering, forts.

Exempel:

Klausulen x1 V —x5 V 3 ger olikheten

y1+(1—y2) +ys > 1

Tolkning: Vénsterledet &r sant (d.v.s. minst 1) om minst en av literalerna &r
sann (d.v.s. har vérdet 1).

Formeln ® omvandlas alltsa till en uppséattning linjéra olikheter som kan upp-
fyllas om och endast om ® &r satisfierbar.

= 0/1-programmering ar NP-fullstdndigt.

(Ofta vill man i tillimpningar maximera ¢ - x givet att Az < b dér x &r en
{0, 1}-vektor. Det ar ocksa NP-svart.)



