Foreldsning 2. Kortaste vigar i grafer.

Problem: KORTASTE VAGAR

Den enklaste varianten ar om vi inte har kantvikter och kortaste vig ar en vig
med sa fa kanter som méjligt.

Indata: En riktad graf G och en startnod s.
Mal: Kortaste vag fran s till alla andra noder.
Metod: Sok igenom grafen enligt Bredden-Forst-Sokning (BFS)

Algoritm

BEFS tar en graf och gar igenom hornen ett i taget. Algoritmen bérjar i start-
hornet s och tar sedan grannarna till s, grannarna till grannarna till s etc. En
ko anvénds for att halla reda pa ordningen i vilken hornen bestks. Det oviktade
avstandet fran s berdknas samtidigt.
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S(V, B,5)
dlu] < oo for allau € V
d[s] <0
Q—{s}
while Q # 0
u «— Dequeue(Q)
foreach granne v till u
if d[v] = 00
dv] « du] +1
plv] =u
Enqueue(Q,v)
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Tidskomplexitet: O(|V| + |E|)
Grafer med kantvikter

Om vi har kantvikter som lingden pa en vig rédknas som summan av kantvik-
terna langs vigen far vi ett svarare problem. Vi har tva fall:

1. Alla kantvikter ar > 0.

2. Vi tillater kantvikter < 0.

Det forsta fallet ar betydligt enklare &n det andra. Det forsta kan 16sas med
Dijkstras algoritm.



Dijkstras algoritm

DUKSTRA(G = (V, E),s,t €V, 1: E — R)

(1) foreach u € V

(2) Miérk u med dfu] = oo

(3) foreach u sa att (s,u) € £

(4) Mark v med dfu] = w(s, u)

(5) Mark s med d[s] =0

(6) S —{s}

(7) while t € S

(8) Vélj u ¢ S med d[u] minimal.
9) S — Su{u}

(10) foreach v ¢ S sé att (u,v) € E
(11) if d[v] > d[u] + w(u,v)
(12) d[v] « d[u] + w(u,v)
(13) plv] —u

(14) return Mirkningen hos ¢

G antas representerad i form av grannlistor.
Nér algoritmen ar klar markerar d[v] kortaste avstandet fran s till v. Kortaste
vigen fas baklanges som p[v], p[p[v]], ....



Tidskomplexitet:

Den inledande mérkningen tar O(|V|) tid. Att hitta hornet som S ska utvidgas
med tar O(|V]) tid, och detta utfors hogst |V| ganger. For varje kant i grafen
kommer hogst en uppdatering ske.

Totalt: O(|V|+ |V]? + |E|) = O(|V]?)

(eftersom |E| € O(|V]?))

Korrekthetsbevis

Vi antar for enkelhets skull att alla noder kan nas fran s. Lat 6[v] betyda kortaste
vigen fran s till v och dg[v] betyda kortaste vigen som gir genom noder i S,
férutom v.

Vi anvinder foljande invariant for den yttersta slingan:

Alla noder w i S &r mérkta med d[u] = d[u] . Dessutom &r alla v ¢ S med
d[v] < oo mérkta med d[v] = ds[v]. Noderna mérkta med d[v] = co gar inte att
na med en S-stig.

Invarianten ar sann innan slingan borjar koras. Antag att den &r sann i ett steg
i algoritmen. I néista steg laggs u till. Vi méste visa att d[u] = d[u]. Antag att
d[u] # d[u]. D& méaste d[u] > d[u]. I den kortaste véigen fran s till u finns en forsta
nod x som ligger utanfor S. D& géller §[u] = d[x] + [z, u] dar §[x, u] &r kortaste
avstandet mellan x och u. Eftersom kantvikterna ar positiva &r 6z, u] > 0. Men
8[z] = ds[z] = d[x] enligt antagandet. Da géller §[u] = d[z] + d[z,u] > d[z] >
d[u]. Men det dr omojligt.

Vi ldgger nu till » till S. Kalla den nya méngden S’. Vi mérker om noderna
utanfor S’. Vi méste visa att d[v] = dg/[v] f6r de ommaérkta noderna. Vi antar
att v ¢ S’ ar granne till w och att v har mérkningen d[v] fore en eventuell
ommérkning. Om det finns en kortaste vig till v 1 S’ som inte innhéller v si
maste d[v] = dg[v] < dglu] + w(u,v) och noden v kommer inte att mérkas om.
Om d[v] = dg/[v] = dg[v] s dr dg/[s,v] < d[s, u]+w(u,v) = d[u]+w(u,v) Noden
kommer inte att mérkas om utan behaller mérkningen d[v] = ds[s, v] = dg[s, v].

Om dg/[v] < ds[v] s& méste kortaste S’-viigen ga Gver u. Men da maste u vara
sista noden fore v eftersom alla kantvikter ar positiva. D4 far vi dsr = d[u] +
w(u,v) och v far mérkningen d[v] = dg .

Nér man gar ur slingan har man beréknat korrekt kortaste avstand d[t] fran s
till ¢.

Negativa kantvikter tillatna

Om en graf har negativa kantvikter men inga negativa cykler sa finns kortaste
viagar. Men de kan inte hittas med Dijkstras algoritm. Mer avancerad algoritm
kravs.



Om en graf har negativa cykler finns féljande val.

1. Acceptera att kortaste avstand inte kan berdknas och forkasta grafen.

2. Leta efter kortaste stigar istéllet for vagar. Ingen effektiv algoritm som gor
detta ar kdnd.

3. Leta efter kortaste vigar med begransning att de far innehalla hogst & kanter.
Detta gar att gora relativt enkelt. (Men &r det det man &r ute efter?)

Bellman-Fords algoritm

Foljande algoritm 16ser problemet enligt fall 1 ovan. Vi antar att varje nod kan
nas fran s. Malet dr da att hitta kortaste vigar fran s till varje annan nod.

BELLMAN-FORD(G = (V,E),s € V, w: E — R)

(1) foreach u € V

(2) d[u] «+ o0

(3) d[s] < 0

(4) fori=1to|V]|-1

(5) foreach (u,v) € F

(6) if d[v] > d[u] + w(u,v)
(7) d[v] — du] + w(u, v)
(8) plv] —u

9) foreach (u,v) € F

(10) if dv] > du] + w(u,v)

(11) return Negativ cykel!
(12) return d, p

Komplexitet

Inledande mérkningen tar O(|V]) steg. Yttre slingan tar O(|V]) steg. Inre sling-
an tar O(|E|) steg. Det ger tillsammans O(|V||E|) steg. Den sista kontrollen
tar O(|E|) steg. Totalt far vi O(|V||E|) = O(]V|?). Det ir simre #n Dijkstras
algoritm.

Korrekthetsanalys (skiss)

Vi antar forst att grafen inte har negativa cykler. D& existerar kortaste vigar.
Det verkliga kortaste avstandet fran s till  kallar vi d[x]. Vi later d[x] betyda
det kortaste avstandet om vi bara far anvinda vigar med hogst k st kanter. For
alla z och k géller d[z] < di[z] och §[x] = d,—1[x] dér n &r antalet noder.

Vi anvinder féljande invariant for yttre slingan:

Efter iteration k géller for alla noder w att d[u] < dx[u]

Pastaendet ar sant for k = 0. Vi antar att det &r sant for k£ och visar att det da
ar sant for k£ + 1 ocksa. Om u kan nas med en vig som innehaller hogst k + 1
kanter finns det en kortaste sidan viig. Antag att noden fore u pa en siddan vig
ar z. Da maste dg41[u] = Ji[z] + w(z,u). Om inte d[z] har hunnit bli &ndrat
redan i iteration k + 1 &r d[z] = dx[z] och d[u] kommer att séttas till dpp1[u] =
Ok [x] +w(z, u). Sedan kan d[u] forstas sinkas under iterationen. Om d[z] redan



hunnit méarkas om géller d[z] < dx[z]. D4 kommer och enligt antagandet dr d[u]
att fa ett virde dfu] < d[z] + w(z,u) < dgfz] + w(z,u) < dgt1[u]. I vilket fall
kommer du] < dg41[u] nér iterationen dr klar. Efter n — 1 iterationer far vi
du] < §p—1[u] = d[u].

Lat oss kalla en kant (u,v) med p[v] = u for markt. Det gar att se att de mérkta
kanterna hela tiden kommer att bilda ett trad rotat i s och med kanter riktade
ut fran s. Genom att jamfora § och d langs vigarna i detta trad finner vi att
Olu] > d[u] ar omdjligt. Alltsd maste dlu] = d[u] for alla u. Vi ser ocksé att
d[v] > d[u] + w(u,v) dr omdjligt eftersom det skulle ge o[v] > d[u] + w(u,v). S&
algoritmen godkdnner grafen.

Antag nu att grafen innehéaller en negativ cykel med noderna uy, ug, ..., u,. Nir
algoritmen #r klar méste det finnas u,v med d[v] > d[u] + w(u,v). Om det
inte gjorde det sa skulle vi ha d[u;+1 < du;] + w(ug, uip1) och dluq] < duy] +
w(tup,uy) fOr i = 1,2, ...,r. Da skulle summan (d[uz] — d[u1]) + (d[us] — d[uz]) +
.+ (d[u1] — d[u,]) vara bade 0 och w(uy, uz)+ ... +w(u,, uy). Eftersom cykeln &r
negativ ar det omdjligt och det méaste finnas ¢ med dfu;+1] > dlu;] +w(wi, wiy1).
Den olikheten kommer sista delen av algoritmen att upptécka.



