Foreldsning 7: Linjirprogrammering

Exempel:
Maximera

2r1 — x9 + x3
under villkoren

1 +22 <1
—221+ 23 <2
T+ 22+ 23<5
T1,22,23 >0

Ett linjirprogrammeringsproblem pé& kanonisk form har féljande form:
A &r en m X n-matris, b en n-vektor och é en m-vektor.
Maximera

'z

under bivillkoren

{

Maéanga problem kan pa ett naturligt siatt uttryckas som linprog-problem.
Exempel: Flodesproblem.

Vi later x. vara virdet pa flodet i kant e. Vi har da villkoren 0 < z. < ¢(e) for
alla kanter e. For varje nod = utom s och ¢ géller
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Problemet kan d& skrivas som
Maximera v
under villkoren

V=D ecut(s) Te
Zeeln(x) Te = Zeem(w) z, for alla x utom s,t
0 <z <c(e) for alla kanter

Dietproblemet: Ett klassiskt exempel ar problemet for en person som skall
kopa mat. Han kan vélja mellan n matprodukter. Vi antar att varje produkt
har ett visst innehall av var och en av m livsnédviandiga naringsdmnen. Lat

a;; = innehall av néringsémne ¢ i matprodukt j
b; = arsbehovet av nédringsdmne 1.



x; = arskonsumtionen av matprodukt j.
¢; = styckkostnaden f6r matprodukt j.

Problemet fér konsumenten dr da att minimera arskostnaden samtidigt som
néringsbehovet tillgodoses. Det ger:

Minimera

'z

Under villkoren

{

Lagg maérke till att dessa problem inte passar i standardformen. I férsta proble-
met har vi inte bara har olikheter utan dven likheter bland villkoren. I andra
problemet har vi en minimering istéllet for en maximering och olikheter vén-
da at fel hall. Men man kan 14tt ordna om sa man far standardform. Fdéljande
exempel visar tekniken.

Exempel:

Minimera
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x1 + 2x9 — 23

under villkoren
1 +x3=1
o — X3 Z 3
Man kan byta minimering mot maximering genom att byta tecken pé funktionen.
Olikheter 7ar fel hall” kan &ndras genom teckenbyten.
Likheter kan gbéras om genom att man infér tva olikheter.

I vart fall far man
Maximera

—x1 — 2T9 + T3

under villkoren

1 t+r3<1
—xl—x3§—1

1‘3—£2§—3

Linprog-problem gar att 16sa med Simplexmetoden. Den &r inte polynomiell

(!) men fungerar i medeltal tillfredsstéllande.

Det finns dock polynomiella algoritmer for Linprog-problem t.ex. ellipsoid-algoritmen
och Karmakars algoritm.



Reduktioner

Vi har ett problem A med indata x. Vi har ett annat problem B A kan reduceras
till B om vi har en funktion R(x) som givet z bildar indata R(x) till B. Vi
anvéander B:s l6sningsalgoritm med indata R(z). Lat oss anta att vi far svaret
y. Detta skall d& vara svaret till A ocks& om reduktionen &r korrekt. (Eventuellt
kan man tillata att svaret pa A dr Q(y) dir @ &r nigon kind funktion.)

Foér att reduktionen skall vara bra kravs att R ar enkel.

Reduktion av problem till LP-problem

Exempel: Hitta kortaste vig s — ¢ i viktad graf G.
Maximera d;

Under villkoren

{du <d, +w(u,v) for alla kanter(u,v)
ds =0

Duala formen

Givet ett LP-problem P pa standardform (med maximering) kan det s.k. it
duala problemet P* stéllas upp:
Minimera

v’y
under villkoren
ATg>e¢
z>0
En kéind sats séiger att 16sningen (det optimala vérdet) till det primala problemet
P ar samma som l6sningen till det duala problemet P*.

Om P inte ar pa standardform blir 6versdttningen primalt-dualt inte lika riktigt
lika enkelt.

Exempel pa dualt problem

Flodesproblemet kan Gversdttas pa dual form:

Vektorn g bestar av |V|+ |E| tal. De &r g; for varje nod v; och v, for varje kant
€j.

Minimera

> i
J

under villkoren

gi_gj+yk20 om ek:(viavj)
gn—g1>1, ;>0 foralla j



Losningen till detta problem motsvarar ett minimalt snitt (S,V — S) och en
tilldelning av vérden g; = 0 om v; € S, g; = 0 annars. 7; = 1 om e; gar fran S
till V. — S, v; = 0 annars.

Oversittning av dietproblemet till dual form ger

Maximera
by

under villkoren

ATy <e

z>0
Hur kan vi tolka §? En mojlighet &r att tdnka sig att vi har en ett likeme-
delsbolag som vill tillverka piller som innehaller de olika néiringsdmnena. Det
betyder att vi har m olika piller. Vi antar att de alla innehaller en enhet av
nédringsdmnena. Vilket pris y; skall vi sdlja pillret som ger dmne ¢ till? Vi vill
att pillren skall vara konkurrenskraftiga gentemot t.ex. matprodukt j. Det ger
> viai; < ¢; for alla j. (Annars vore det béttre for en konsument att delvis
kopa matprodukt j.) Samtidigt vill bolaget maximera sin vinst som méaste vara
b7
Oversittningen av kortaste vigen-problemt till dual form ger:

Maximera
Z zew(e)
e

under villkoren

1= ZeEUt(s) Le
Yccin(z) Te = Decti(x) Te  fOT alla x utom s,t
0<z. <1 for alla kanter

Genom att studera samband mellan primala problemet och det duala kan man
ofta utveckla algoritmer som &r effektivare &n simplexalgoritmen. Maxflodesal-
goritmen &r ett exempel péa en sadan algoritm.



