Forelidsning 9: Turingmaskiner och oavgorbarhet
Turingmaskinen

Den maximalt férenklade modell f6r berdkning vi kommer anvinda ar turing-
maskinen.
Data ar ett oéndligt langt band dar nollor och ettor star skrivna:

Oéndligt band

Las- och skrivhuvud

Styrlogik

Lasning och skrivning kan bara ske en siffra i taget ddr huvudet star och huvudet
kan bara flytta sig en position i taget.
Logiken for hur huvudet flyttas och vad det skriver bestar av ett dndligt antal
tillstand och overgangar (en automat).

Exempel pa turingmaskin

Foljande turingmaskin léser talet  pa binédr form fran bandet och &ndrar det
till
max(z — 1,0).
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Notation:
- Cirklar svarar mot tillstand
- Dubbla cirklar ar accepterande tillstand
- Pilar betecknar 6vergangar:
- a/b, L ska tolkas “om lashuvudet laser a, f6lj
overgangen, skriv b och flytta ldshuvudet ett
steg at vénster”
(a/b, R analogt fast forflyttning &t hoger)
Pilen som inte utgar fran nagot tillstand markerar vilket tillstand turingmaski-
nen startar i.



Regler for turingmaskinen

e Automaten borjar i starttillstandet.

e Da star lashuvudet pa forsta symbolen i indatastrdngen. Indata omges av
blanka positioner (betecknas #).

e Det far inte finnas flera 6vergangar med samma ldssymbol fran samma
tillstand.

e Om en TM hamnar i ett accepterande tillstand avslutas berdkningen och
“Ja” returneras.

e Om en TM hamnar i ett ldge dér det inte finns ndgon matchande Gvergang
avbryts berdkningen och “Nej” returneras.

Formalisering av turingmaskinen
En turingmaskin beskrivs fullstdndigt av

e Alfabetet ¥ (méaste vara andligt)

Méngden @ av tillstdnd (méste vara éndlig)

Starttillstandet gy € Q

Méngden F C @ av accepterande tillstand

e Overgangsrelationen
ACOxExQxXx{LR,S}

Denna beskrivning motsvarar programkoden i ett program skrivet i ett vanligt
programmeringssprak.

Churchs tes

Churchs tes: Varje algoritmiskt problem som kan l6sas med nagot program
skrivet i nagot sprik kért pa nagon dator kan ocksd losas med en turingmaskin.

e Stopp-problemet &r oavgorbart dven for
turingmaskiner.

e Turingmaskinen kan anvindas som berdkningsmodell vid resonemang om
oavgorbarhet.

e Stopp-problemet &r oavgorbart for varje berdkningsmodell som &r kraftfull
nog att simulera en turingmaskin. (D.v.s. ar
turingekvivalent.)

Beréikningsmodellen RAM &r turingekvivalent liksom alla moderna program-
sprak.

Lika kraftfulla varianter av turingmaskinen

e Annat (dndligt) alfabet.



e Separat utmatningsband.
e Flera arbetsband.
e Flera lashuvuden.

e Halvoéndligt arbetsband.

Alla dessa varianter ar ekvivalenta med den vanliga turingmaskinen i féljande
mening:

Kortiden skiljer sig bara at med hogst en

polynomisk faktor.

Icke-deterministiska turingmaskiner

e Det kan finnas flera 6vergangar med samma ldssymbol. Da far turingma-
skinen gora ett icke-deterministiskt val.

e Om nagon foljd av val leder till ett accepterande tillstand sidger vi att
maskinen
accepterar.

e Om det inte finns négon foljd av val som leder fram till ett accepterande
tillstand séger vi att maskinen inte accepterar.

Icke-determinism, forts.

Icke-deterministiska turingmaskiner kan anvéndas for att definiera NP:

Denna klass innehaller precis de problem dér det finns nagon accepterande be-
rikning som tar polynomisk tid.

NP = Non-deterministic Polynomial time

Man tror att icke-deterministiska turingmaskiner ar kraftfullare &n determinis-
tiska, d.v.s. att P # NP.

Cooks sats

Cooks sats séger att problemet SAT &r NP-fullstdndigt.
Indata ar en logisk formel ® med booleska variabler och problemet ar att avgora
om formeln &r satisfierba eller inte.
Bevis av Cooks sats:
SAT € NP eftersom det givet en variabeltilldelning ar l&tt att kolla om formeln
ar satisfierad.
Vi méste visa att SAT ar NP-svart, d.v.s. att om Q' € NP s& Q' <p SAT.
D& Q' € NP finns det en icke-det. turingmaskin M som accepterar spraket Q’
i tid hogst kn® déar n ar indatas langd (k och ¢ ar konstanter).
Bevisidé:
Konstruera en logisk formel som &r satisfierbar precis da M accepterar indata-
strangen.
Vi antar att M har ett halvodndligt band och alfabetet {0, 1, #}.
Numrera M:s tidssteg fran 1 till kn°. Vid varje tidpunkt ¢ beskrivs berdkningen
av

- lashuvudets position

- aktuellt tillstand ¢

- bandets innehall pa positionerna 1 — kn®



I den logiska formeln infér vi variabler med féljande betydelse:
g qE€Q,1<t<kn®

yije 1€ {0,1,#},1<j <kn®1<t<kn°

Zjt 1<j<kn1<t<kn°

Tolkning:

Tqe =1 omm da M é&r i tillstand ¢ vid tid ¢

Yijt =1 omm tecken 7 star i ruta j vid tid ¢

zjt =1 omm huvudet star pa ruta j vid tid ¢
Att det existerar ndgon berdkning i tid kn® som gor s& att M(ay,...,a,) ac-
cepterar svarar mot att

1. Berdkningen borjar med ai,...,a,
2. z,y, z beskriver en giltig berdkning
3. Berdkningen accepterar, d.v.s. den slutar i ett accepterande tillstand

Alla dessa villkor kan man beskriva som en enda SAT-formel vars storlek &r
polynomisk i n.

Detta visar att det finns en reduktion Q' <p SAT f{or varje NP-fullstindigt
problem @Q’. Ur detta foljer att SAT ar NP-fullstandigt.

Oavgorbarhet

Ett ja/nej-problem &r avgérbart om det finns ndgon algoritm som korrekt loser
det i dndlig tid for varje instans.

Motsatsen ar om problemet &r oavgdrbart. Da kan det av logiska skil inte finnas
nagon algoritm som alltid 16ser det.

Vanligen finns det algoritmer som loser problemet for en del indata, men det
finns alltid indata som de inte klarar av.

Om utdata &r nigot annat #n ja/nej pratar man on berdkningsbara och inte
berdkningsbara problem.

Ex. 1: Ordbildningsproblemet

Givet en mingd med ordpar {(z;,v;)}.

Finns det nagon talféljd a1, az,...,ar sd att T4, Ta, ** * Tar, = Ya1Yas ** * Yar *

Exempel:

{(abb, bbab), (a, aa), (bab, ab), (baba, aa), (aba,a)}
———— —— —— — — ——

2

1 3 4 5
har 16sningen a = [2,1,1,4, 1, 5]:

medan
{(bb, bab), (a, aa), (bab, ab), (baba, aa), (aba,a)}

saknar 16sning.

Ex. 2: Stopp-problemet



Givet ett program P och indata X till P.

Stannar programmet P nir det kors pa

indata X7

Vilket programsprak P &r skrivet i spelar ingen roll; problemet ar oavgorbart
for alla tillrackligt kraftfulla sprak.

Ex. 3: Problem fran tillimpningar

Programverifikation
Givet ett program P och en specifikation S for vad programmet ska gora
pé olika indata, uppfyller programmet specifikationen?

Minimering av program
Kan en viss rad i programmet P nas for nagot indata?

Alla dessa problem ar oavgorbara p.g.a. nira sliktskap med stopp-problemet.
I tillampningar far man noja sig med att 16sa férenklade versioner av problemen
ovan.

Bevis fér avgérbarhet / oavgdrbarhet
Tekniker for bevis av oavgorbarhet:

Direkt bevis
Ge ett direkt logiskt bevis for varfor ditt problem &ar oavgorbart.

Reduktion
Reducera ett kint oavgérbart problem till ditt problem. Om reduktionen
ar berdkningsbar maste ditt problem vara oavgorbart.

Bevis for avgorbarhet:

e Ge en algoritm som avgér problemet, visa att den &r korrekt och att
kortiden ar andlig.

Stopp-problemet dr oavgorbart

Antag att det finns en algoritm Stopp(P, X) som avgor stopp-problemet. Be-
trakta féljande program:

M

(
(
(
(

P)
if Stopp(P, P)
gd in i odndlig loop
else
return

—_— o — —

1
2
3
4

Var hénder nar M (M) kors?

M (M) stannar: Da maste Stopp(M, M) vara falsk for att return ska nis —
orimligt.

M (M) stannar inte: Da ar Stopp(M, M) sann och programmet kommer ald-
rig ldmna den odndliga loopen — orimligt.

Motségelse; algoritmen Stopp(P, X) kan alltsa inte finnas = stopp-problemet
ar oavgorbart.



Exempel pa reduktion

Néstan alla varianter av stopp-problemet &r

oavgorbara, t.ex. foljande:

Stannar programmet P pa alla indata?

Att det inte kan finnas en algoritm StoppAlla(P) som avgor detta problem visar
foljande reduktion:

Stoprp(P, X)
(1) Konstruera programmet () enligt
QY)
ifX=Y
P(X)
else
stanna direkt
(2) return StoppAlla(Q)

Om StoppAlla(-) fanns skulle stopp-problemet vara avgorbart; orimligt.



