Forelidsning 11: PSPACE-problem

Minneskomplexitet: Om en algoritm A 16ser ett problem X genom att an-
vinda O(f(n)) bitar med minne dér » &r indatas storlek séiger man att X €

SPACE(f(n)).

Klassen PSPACE

Def: X € PSPACE om och endast om X € SPACE(n*) for nagot k.
PSPACE-problem &r intressanta bl.a. av féljande skal:

e Det ar den forsta intressanta problemklassen som potentiellt ar stérre dn
NP.

e Problemen att hitta vinnande strategier i olika spel ligger i PSPACE.

P C PSPACE

Antag att X € P och att det finns en Turingmaskin som avgér X i tid O(n*).

Denna algoritm kan hégst anvinda O(n*) minnesceller. Alltsa giller att X €
P = X € PSPACE.

En omvind uppskattning

Antag att Y € PSPACE och att en Turingmaskin M anvinder en® minnesceller.
Om det finns 3 symboler (0,1, #) som kan anvindas si finns det 3" stycken
mojliga innehall pa arbetsbandet och cn® mojliga positioner som arbetshuvudet
kan std pa. Ingen kombination plats/innehall kan upprepas (d& skulle maskinen
loopa). Det visar att berdkningen maste stanna efter O(nkSC"k) steg. Det ger
att tidskomplexiteten inte ar vérre &n exponentiell, d.v.s. Y € EXPTIME.

NP C PSPACE

Vi vet att 3-SAT adr NP-fullstdndigt. Det racker att visa att 3-SAT € PSPACE.

Givet ¢ med n variabler gar vi igenom alla 2™ mdojliga variabeltilldelningar i tur
och ordning. Minnesutrymmet som krévs &r log 2™ = n for att halla rakningen
pa tilldelning +k& extraminne. Det ger O(n) i minnesatgang.

Olika komplexitetsklasser

Vi har nu klasserna

P C NP C PSPACE C EXPTIME



diir EXPTIME #r de problem som kan 16sas i TIME(c™") for nagra tal ¢, k. Det
gar att visa att P # EXPTIME. Inga andra olikheter som t.ex. P # NP eller
NP # PSPACE é&r bevisade.

PSPACE-kompletta problem
Ett problem A d&r PSPACE-komplett om

1. A € PSPACE
2. Varje problem B € PSPACE kan reduceras till A, d.v.s. B <p A.

Vi kommer snart att se att PSPACE-kompletta problem finns.

Problemet QSAT

En QSAT-formel har formen

Jr1Vaeodrs .. Vep—13x,d(21, ..., Tp)
dar ¢ ar pa 3-SAT-form.
Mojliga varden pé variablerna &r {0,1}.

Jz1Vra¢(x1, x2) betyder att det finns virde pa x1 (0 eller 1) s& att ¢(xq,x2) ar
sann for alla virden pa zo (0 och 1).

Vi vill nu avgéra om formler av detta slag ar logiskt giltiga eller inte.

QSAT:
Indata: En QSAT-formel.

Mal: Avgor om formeln &r logiskt giltig eller inte.

Obs: SAT &r problemet att avgéra om en formel pé formen

Jr13roTrs ... Jrp_13xnd(21, ..., Tp)

ar logiskt giltig eller inte.

QSAT € PSPACE

Anvind foljande algoritm:

Lat formlerna vi arbetar med ha formen Q;x;Q;+1%it1 ... QunZn®i(xi, ..., Ty).



QSAT-REK(¢)

(1) if forsta kvantifikatorn ar 3z;

(2) if QSAT—REK(QPA e ¢(0, Lid1ye-s xn)) =
1 eller QSAT—REK(QZ+1 e (;3(17 [0 S P .I‘n)) =
1

(3) Nollstéll allt rekursivt aktivt minne

(4) return 1

(5) if forsta kvantifikatorn ar Vz;

1 och QSAT—REK(QH_l ‘e (;3(17 Tit1y---Tn ) =
1

) Nollstall allt rekursivt aktivt minne

) return 1

) if ¢ inte innehaller nagon kvantifikator

0) Beriakna virdet pa ¢ och returnera det

For en formel med k variabler anvinds p(k) minnesceller per variabel. Det ger
totalt p(n) + p(n — 1) +...p(1) < np(n) minnesceller som anvinds. Det visar
att QSAT € PSPACE.

Planeringsproblemet

Vi har en uppséattning tillstandsvariabler ci,ca,...,c, som har virde 0 eller 1.
Virdena pa c1,co,...,c, bestdmmer vilket tillstind vi befinner oss i. Vi har
operatorer O1,0q, ...0O som dndrar tillstandsvariablerna.

Indata: Listor ¢y, ca, ..., ¢, och O1, 04, ...Ok. Ett starttillstand Cy och ett mal-
tillstand C*.
Mal: Finns det en f6ljd O;,, Osz, ... O;; som transformerar Cy till C*?



Savitchs sats

Givet en graf G med n noder och tva givna noder a,b sa finns det en algoritm

som med minneskomplexitet O((log n)?) avgér om det finns en viig mellan a och
b.

Vi definierar

PATH(z,y, L)

(1) if L=1and z =y or (z,y) € E(G)

(2) return 1

(3) if L>1

(4) Numrera alla noder med réknare med minne
logn

5
6

foreach z € V(G)
Beréikna Path(z,z,[£]). Radera an-
vant minne och spara returnerat virde

A,.\
NNl

(7) Beriikna Path(z,y,[%]). Radera an-
vant minne och spara returnerat viarde

(8) if bada berdkningarna ger virde 1

(9) return 1

(10) return 0

Koér Path(a,b,n). Svaret 1 visar att det finns vig a — b.

I varje rekursivt steg lagras information x, ¢, L. Den informationen kraver minne
3logn. Rekursionsdjupet blir hdgst logn. Det ger minnesatgang O((logn)?).

Planning € PSPACE

Vi anvander Savitchs sats. Det finns potentiellt 2 mdojliga tillstand i ett Planning-
problem. Vi vill veta om det finns en vig Cy — C*. En sadan viag har langd

< 2™ — 1. Anvénd algoritmen i Savitchs sats. Den kriver da O(n) i minnesut-

rymine.

Ar NP = PSPACE?

Ingen har lyckats avgora det. Men flera PSPACE-problem verklar sakna certifi-
kat. Som exempel:

e QSAT: Om en QSAT-formel ¢ ar logiskt giltig verkar enda sédttet att visa
det vara att "ga igenom alla variabeltilldelningar”. De &r 2" stycken. Ett
sddant certifikat dr exponentiellt i indatas storlek.

e Planning: Ett certifikat skulle vara en viag. Men en sadan vig kan ha langd
2" — 1. Den &r darfor exponentiell i indatas storlek.



NSPACE
En ickedeterministisk algoritm avgor ett sprak (problem) L om
e A(z) = Ja med sannolikhet > 0 < 2z € L.
e A(x) = Nej med sannolikhet 1 < x ¢ L.

TIME(f(n)) star for problem som kan avgoras i tid O(f(n)) med deterministisk
algoritm.

NTIME(f(n)) star for problem som kan avgoras i tid O(f(n)) med ickedeter-
ministisk algoritm.

Det gar att visa att A € NTIME(f(n)) = A € TIME(¢f(™)

A€ P & Ac TIME(nF) for nagot k.

A€ NP & A € NTIME(n¥) for nagot k

Pa samma sétt kan vi definiera NPSPACE genom

A € NPSPACE < A € NSPACE(n*) for nagot k

PSPACE = NPSPACE

Bevisskiss:

Lat X vara problem i NPSPACE. Lat M vara en ickedeterministisk Turingma-
skin som avgér X i minne O(n*). Berikningsgrafen innehaller maximalt O(c"k)
noder.

Algoritmen i Savitchs sats hittar accepterande beriikning (om den finns) med
anviindande av minne av storlek O((log ¢™")?) = O(n2*).

Sa X € PSPACE.

QSAT ir PSPACE-komplett

Bevisskiss:
Lat A € PSPACE. Vi vill gora en reduktion A <p QSAT.

Det finns en Turingmaskin M som avgdr A med polynomiell minnesatgang. For
att avgora A letar vi efter accepterande vigar i berdkningsgrafen. Som tidigare
giiller att en sadan viig har lingd O(c"").

Vi 6versétter problemet att hitta vagar till ett logikproblem genom att definierar
formler 9y, v, som anger att det finns en vig fran v, till vy av lingd < L.

Formeln definieras rekursivt ur formler av typen ¢, .. Ly och b, o, 11y

Svarigheten ar att definiera en rekursion som inte gor att formlerna blir exponen-
tiellt stora. Det kan dock ordnas genom ett listigt anvindande av kvantifikatorer.
Resultatet blir en formel ¢ pa QSAT-form som &r logiskt giltig om och endast
om det finns accepterande vig i berdkningsgrafen.



Spelet (Generaliserad) GEOGRAFI

Lat G vara en riktad graf med en startnod v.
Vi har tva spelare I och II.
I borjar spelet. Spelarna turas om att gora drag.

Tillatna drag &r att flytta fran en nod z till en grannod y som inte har besikts
tidigare.

Den spelare som forst inte kan gora ett drag forlorar.

Indata: En graf G och en startnod v.

Mal: Finns det en vinnande strategi for spelare 17

GEOGRAFI € PSPACE
Vi ger en skiss pa en algoritm som avgér om I har en vinnande strategi.

Givet startkonfigurationen < G, v > later vi G; vara G med v och kanter tillfran
v borttagna.

Lat vy, ve, ..., v, vara vis grannar i G.

Undersok < G1,v1 >,< G1,v2 >, - < G1,v > rekursivt. Om négon av dessa
problem saknar vinnande strategi (for II) si returnerar vi ”Ja”, annars returnerar
vi "Nej”.

Det gar latt att se att denna algoritm kan implementeras s& att den bara an-
vander polynomiellt stort minnesutrymme.

GEOGRAFI ir PSPACE-komplett

Vi vet att GEOGRAFI € PSPACE.
Det gar att gora en reduktion QSAT <p GEOGRAFI.



