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Denna foreldsning borjade med en kort genomgang av domarsystemet Kattis som
anvands i kursen och regler fér samarbete vid laborationer och hemuppgifter. Sedan
diskuterade vi algoritmkonstruktionmetoder sdsom giriga algoritmer och dynamisk
programmering.

1 Administration

1.1 Kattis

Domarsystemet Kattis finns péa http://kattis.csc.kth.se. Nar man skickar in en 16s-
ning pa ett problem till domaren kan man fa féljande svar:

e Accepted - Losningen godkénd.
e Submission error - Problemet oként eller felaktigt format pa inskickningen.
e Compilation error - Kattis kunde inte kompilera filen.

e Illegal function - Vissa funktioner &r inte tillgéngliga i Kattis av sikerhetsskal,
t.ex. att ldsa en fil fran disken etc. Forsoker man det far man detta fel.

e Runtime error - Fel vid korning.

e Memory limit exceeded - Programmet anvinder mer minne &n vad som &ar
tillatet. Kan ocksa visa sig som ett Runtime error.

e Output limit exceeded - Programmet genererar alldeles for mycket output
till standard out.

e Time limit exceeded - Programmet hinner inte exekvera klart inom den for-
bestdmda tidsgransen. Observera att Kattis stdnger av programmet i sa fall.

e Wrong answer - Programmet svarar fel pa testdata.

1.2 Betygsgranser

Observera att maximala antalet podng pa OVN1 och LABI &r 80p respektive 108p.
For betyg 3/4/5 krivs 24/36/48 podng. Mikael var noga med att podngtera att
dven om maxpodngen ar hog jamfort med betygsgrinserna ér det &nda inte latt att
fa bra betyg i kursen, och att man inte behGver satsa pa att ta alla podng, men att
det &ar viktigt att jobba kontinuerligt med kursen.
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1.3 Samarbete

e Hemtal: Ska I6sas individuellt. Att dela idéer &r okej, men inte kod!
e Anteckningar: Skrivs i grupp med 2-3 personer.

e Problemsessioner: 2 pers/grupp, ar det ojdmnt antal studenter i tid till en
session blir det en grupp med 3 personer, ingen ska alltsd behéva gora en
problemsession sjélv.

e Labbar: Loses i grupper om 1-3 personer, men alla maste skicka in en separat
16sning dar koden innehaller en kommentar som anger gruppmedlemmar.

Det finns en nyhetsgrupp for kursen dir studenter kan diskutera. Den heter
nada.kurser.popup06 och finns pa inn.nada.kth.se.

2 Algoritmkonstruktion

2.1 Dekomposition

Géar ut pa att dela upp problemet i mindre delproblem, 16sa dem och sedan sédtta
ihop resultatet. Exempel &r Quicksort och Mergesort. Detta &r formodligen bekant
fran tidigare kurser.

2.2 Giriga algoritmer

Dessa ar typiska for att hitta en 16sning som &ar “billigast” eller “bést”. Idén gar ut
pa att utvidga en partiell 16sning stegvis, lokalt optimalt, och se till att valet inte
forstor mojligheten att utvidga till en optimal 16sning pa slutet. Ett exempel ar
Kruskals algoritm fér minimum spanning tree. Den véljer i varje steg den billigaste
kanten att utvidga som inte bildar en cykel med de redan valda kanterna.

Ett annat exempel &r tdckning med intervall *.

Algoritm 1: Téckning med intervall

Input: [L, R], [a1, b1], [ag, ba], ..., [an, by]; dér L, R, a;,b; € Z,

a; < b; och L <R.

Output: En minimalt stor delméngd A C {1,2,...,n} si att

Uiealai, b)) 2 Z N [L, R]. Mata ut “fail” om det inte finns

nagon sadan delméangd.

(1) Bland alla [a;,b;] dér a; < L < b; valj det ¢ déar b;
ar storst. Om det inte finns [a;, b;] som técker L re-

turn fail
(2)  A—AU{i}
(4) if L>R
(5) return A
(6)  goto (1)

!Ofta vill man técka hela det reella intervallet [L, R], inte bara heltalspunkterna, och
d& behéver man modifiera den givna algoritmen.
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For att 6vertyga oss om att algoritmen ovan &r korrekt bevisar vi féljande
péastaende: Forsta géngen vi valjer intervall [a;, b;] girigt véljs ett intervall som kan
ingd i en optimal 16sning.

Antag att vi véljer [a;, b;] forst och att det existerar en optimal 16sning A som
inte innehéller detta intervall. D4 3i € A s& att L € [a;,b;], alltsd finns det ett
annat intervall 7 i den optimala 16sningen A som técker L.

Betrakta

A" = (A\{i}) u{j}

I och med att j har det storsta 6vre gransen b av alla intervall som técker L &ar
det l4tt att se att

[L,R] N [ai, bl] S [L,R] N [aj, b]}

alltsa forlorar vi ingenting pa att vélja [a;, b;] framfor [a;, b;].

Vi kan latt klara av det hir i O(nlogn) tid genom att forst sortera alla intervall
sa att a1 < as < ... < ay. Sen gar vi igenom den sorterade listan och viljer det
intervall med hogst b; dér a; < L. Sorteringen tar O(nlogn) tid, och sedan stegar
vi genom listan i O(n) tid. Totalt alltsd O(nlogn) tid.

2.3 Dynamisk programmering

Idén med dynamisk programmering &ar att fa ner den, ofta exponentiella, tiden som
krévs for berdkna ett rekursivt uttryck genom att spara framridknade virden och
anvianda dessa om och om igen istéllet for att berdkna dem pa nytt.

Ett exempel ér att beréikna (7). Formeln ér

n\y [ 1 omn==~Fkellerk=0
k)~ L (32D + (") annars

Den vanliga rekursiva 16sningen ar langsam. Den tar O((Z)) tid att exekvera.
Vi kan gora samma sak pa O(nk) genom att anvinda dynamisk programmering.

Algoritm 2: Variant 1 - top-down med memoisering
Input: n,k€eZdirn>k>0

Output: (})

BIN(n, k)

(1)  if (n==k || k==0)

(2) return 1

(3)  if (computed|n,k])

(4) tabln, k] < BIN(n — 1,k — 1)+BIN(n — i, k)
(5) computed[n, k] = true

(6)  return tab[n, k]
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Algoritm 3: Variant 2 - bottom-up, vanlig dynamisk programmering
Input: n,k€eZdarn>k>0

Output: (}})

BIN(n, k)

(1) fori=0ton

(2) tab[i, 0] «tabli,i] « 1;

(3) fori=2ton

(4) for j =1 to min(i — 1,k)

(5) tab[i, j] «tab[i — 1, j]+tabli — 1,7 — 1];

(6)  return tab[n, k]

Vilken version som lampar sig bést varierar fran fall till fall. Memoisering &r
béttre om man inte tror att man kommer att fylla hela tabellen, eftersom den ba-
ra réknar ut de virden som kommer att behévas. “Bottom-up” fyller alltid hela
tabellen, men gor det effektivare &n memoisering sad om hela eller nésta hela ta-
bellen behovs s& ar “bottom-up” ofta snabbare. Vilken version som &r lattast att
koda varierar ocksa fran fall till fall sa det far man ta med i berdkningen nér man
bestdmmer sig for den ena algoritmen framfér den andra.

Ett till exempel dr mazimum sum som gar ut pa att hitta den stérsta summan
av bredvidliggande tal i en array. Vi har z1, xa, ...,x, € Z. Vi vill hitta

rlnéag(f(l,r), dar f(l,r) = Z;xz

Den naiva lésningen att berdkna enligt formeln ovan tar kubisk tid. Men om vi
infor en vektor prefix|] enligt

prefix[r] = ka
k=1

s& kan vi berékna varje f(I,r) i konstant tid
f(l,r) = prefix[r] — prefix[l — 1]

och basta summan kan berdknas i totalt kvadratisk tid.
Vi kan &ven 16sa problemet i linjar tid genom att for varje r berdkna den storsta
summan som slutar i r. Detta kan goras i linjir tid genom att berdkna
m(l) = x

m(r+1) = z41 4+ max(0,m(r))

Bésta summan ar da maxi<,<p, m(r).

2.4 Langsta vixande delsekvens

Tva elektroniska kretsar ligger intill varandra och varje har n stycken kontakter.
Dessa ar numrerade, pa den ena ar de i ordning 1,2,...,n medans pa den andra
finns samma nummer men inte i ordning. Vi vill férbinda kontakterna med samma
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markering. Fragan dr hur manga férbindelser vi maximalt kan dra utan att de korsar
varandra.
Betrakta foljande exempel:

1 1 1—1
2 3 2 3
3 6 3/6
4 4 4—4
5 2 5 2
6 5 6\5

Det maximala antalet forbindelser dr i detta fall 4 och det bésta sittet att
férbinda chipen syns ovan.

Vi betecknar kontakterna pé andra chipet som x[i]. Efter att ha tittat noga pa
bilden ovan konstaterar vi att det vi soker &ar egentligen lingden av den léngsta
vixande delsekvensen av z[1...n].

Det kan vara lockande att forsoka l6sa detta problem med en girig algoritm. Vi
skulle kunna ga igenom z[] och i varje steg lagga till z[¢] till delféljden om det &r
storre an det storsta hittills tillagda elementet. Med denna metod far vi féljande:

[start 1 3 6 4 2 5
langden av delfoljden 0 1 2 3 3 3 3
storsta tillagda element | —co 1 3 6 6 6 6

Detta ger som synes inte optimalt svar (maximala langden blir 3 istéllet {6r 4).
Ett béattre tillvigagangssatt ar att anvinda dynamisk programmering.

Vi skapar en vektor last[] dar last[i] &r det ldgsta virde som kan avsluta en
vixande sekvens av lingd 4. I borjan sétter vi last[0] = —oo och last[i] = co for
i=1,...,n. Vi garigenom z[] och for varje i soker vi j sa att last[j—1] < x[i] < last[j]
och sétter last[j] = z[i]. For varje [i] kommer det att finnas en plats j eftersom vi
initialiserat vektorn som vi gjorde. Sa hér ser det ut for vart exempel:

start 1 3 6 4 2 )
last|0] —o0 -0 —00 -0 —00
last|1] 1 1
last[2]
last|3]
last[4]
last(5]
last[6]

—00

B8 8 wwm—g

1
2
4
5
00
00

8888838
8 88838
8888w
8 88 > wr
8 88w wor

Svaret dr d& storsta talet i last[] som inte dr oco. Att hitta ritt plats i last[] for
x[i] kan goras med bindrsokning, eftersom last[] hela tiden &r sorterad i stigande
ordning. Antalet element i z[] &r n, och tidskomplexiteten for hela algoritmen blir
da O(nlogn).



