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Den hér foreldasningen var den forsta av tva om grafer och grafalgoritmer. Det som
togs upp var olika sétt att representera grafer samt algoritmer for att finna minimala
spannande trad, starkt sammanhidngande komponenter, och minsta avstand i en
graf.

1 Grafer

En graf G &r en tupel (V, E), ddr V &r en méngd av noder och E en méngd av par
{(u,v) : u,v € V} som betecknar kanter mellan noderna.

2 Representation

2.1 Grannmatris

En grannmatris &r en matris A = {a;;} dér a;; =1 om (4, j) € E, annars 0.
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Figur 1: En riktad graf och dess representation som grannmatris respektive
kantlistor.
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2.2 Kantlistor

For varje horn v € V finns en lista adj[v] av alla kanter ut fran v. D.v.s.

(u,v) € E & (u,v) € adju]

2.3 Jamforelse

Grannmatriser har férdelen att de &r marginellt lattare att implementera. Kantlistor
blir & andra sidan mindre for glesa grafer vilket gor att de tar mindre minne och
kan vara snabbare att stka igenom. Det finns fall ndr man kan vilja anvinda bada
representationer, t.ex. om man vill filtrera bort multipla kanter i indata, vilket 1&tt
gors med en grannmatris, men sedan vill anvinda en algoritm som fungerar béttre
med kantlistor.

3 Oriktade grafer

Oftast kan vi omvandla en oriktad kant (u,v) till tva riktade kanter (u, v) och (v, u).
Detta fungerar dock inte for alla algoritmer (t.ex. Eulercykel, dir vi gir ldngs alla
kanter).

4 Vanliga fallgropar

Vanliga fallgropar ndr man léser grafproblem &r man missar att tdnka pa sjilvloo-
par, multipla kanter och osammanhéngande grafer. Skriver man i C++ bér man
tdnka pa att maps av typen

map<pair<int,int>,int>

inte &r lampliga att anvinda for grafer med multipla kanter da dessa kanter kommer
att skriva 6ver varanda i map:en.

5 Grafalgoritmer

5.1 Minsta Spannande Trad

Ex 5.1. Vi har ett antal namngivna stdder, ett antal existerande vigar och ett
antal offerter pd nya vdgar. Vart problem dr att koppla ihop alla stider (indirekt)
sa billigt som majligt.

Modell 5.1.1. Vi skapar en graf G med en nod for varje stad, en kant med vikt
noll for varje existerande vig och en kant med priset som vikt for varje offert. Vi
vill girna jobba med numrerade noder sidana att V.= {0,...,n—1}. Vi kan uppnd
detta genom att tilldela varje stadsnamn ett nummer med en index map'.

Vi 6versitter index till stadsnamn genom att ha en vektor med alla stadsnamn i, en
oversattning gar i konstant tid. For att oversidtta stadsnamn till index kan vi anvinda
en hashtabell, for vilken Gversdttningar gar i férvintad konstant tid, eller en map (binért
soktrad), for vilken 6versattningar gar i O(log|V]). For varje ny stad vi ldser in lagger vi
till den sist i vektorn.
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Losning 5.1.1. Problemet dr nu att hitta ett Minsta Spinnande Traid (MST) i
var graf G och vi kan lésa det med Prims eller Kruskals algoritm, dock gar vi bara
igenom Prims.

Algoritm 1: Prims algoritm

Beskrivning: Vi borjar i godtycklig nod, markerar den som
besokt och utokar sen trddet med den billigaste kanten som
gar fran en besokt nod till en obesokt.

Input: En graf G med viktade kanter

Output: Minsta Spannande Trad for G

(1) Vv ={0,...,n—1}

(2) foreach u eV

(3) Plu] < —1 /* Forélder till u */

(4) d[u] « oo /* Kostnad for att lagga till u */

(5) vis[u] « false /* Sann om u &r besokt */

(6) dj0]<0

(7)  fori=1to |V]

(8) Hitta en nod u s.a. vis[u] = false, d[u] minimal
och d[u] # oo

9)
10
11
12
13

vis[u] <« true
foreach (u,w) € £
if not vis[w] and d[w] > wt(u,w)
dw] — wt(u, w)
plw] —u

/_\A/_\A/_\
— — ~— —

Det dr inte sjilvklart hur vi bor implementera rad (8).

e (1) Antingen linjirsoker vi genom alla horn vid (8). Algoritmen gar dé i tid
o(V[?).

o (II) Smartare ar dé att i (8) vilja forsta elementet i en prioritetskd med alla
obesdkta noder u (for vilka dlu] # o), sorterade efter ékande kostnad. I (12)
mdste vi dd uppdatera prioritetskon, vilket gar att gora i tid log|V|. Vi far
dd en tidskomplexitet pd O(|E|log|V|) for hela algoritmen om vi anvinder
kantlistor?.

Bewvis. Vi vill visa att det trdd som véljs i varje steg kan utckas till ett optimalt
trad. Vi visar detta med induktion.

Basfall: Fran borjan finns inga kanter sa vi har ett deltrad till det optimala.
Induktionsantagande: Méngden F; 1 = {e1,...,¢e;—1} av kanter i G kan utokas
till ett MST.

Induktionssteg: Vi har valt F;_1, enligt induktionsantagandet finns ett optimalt
trad T s.a. E;—1 C E(T), dar E(T) &r méngden av kanter i T

e Om e; € T ar vi klara.

?Notera att om grafen &r tit (med |E| =~ |V|?) s4 ér altertaiv (I) snabbare.
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Figur 2: Noderna u, w och alla noder till vinster om dessa ar bestkta, no-
derna v, x och alla noder till hoger om dessa &ar obesokta.

e Annars si innehéaller {e;} UT en cykel som i sin tur innehaller en kant f som
gar mellan en besokt och en obesokt nod (se Figur 2). Vi har att wt(f) >
w(e;), annars skulle algorimen valt f istéllet for e;. D& foljer att 77 = (T'U
{e;})\f ocksé ar ett trad och att wt(T”) < wr(T) men da T &r optimalt har
vi att wt(T') = wt(T). Alltsd gar E; = {e1,...,e;} att expandera till ett
optimalt trad.

O

5.2 Topologisk sortering av Riktad acyklisk graf (DAG)

Vi vill tilldela alla noder w ett nummer, topnriu], som beskriver i vilken ordning
vi kan bes6ka dem om vi utgér fran en specifik startnod. Mer specifikt har vi for
u,v € V att topnrlu], topnr[v] € {0,...,n — 1} s.a. om det existerar en stig fran u
till v s& géller topnriu] < topnr[v]. Vi loser detta enligt Algoritm 2.
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Figur 3: Topologisk sortering av noderna i en graf
Beuvisskiss. For att visa att algoritmen &r korrekt maéaste vi visa att for varje kant
(u,v) géller att topnr[u] < topnr[v]. Detta kan vi géra genom att notera f6ljande:

e Anvinder vi kanten (u,v) i den DFS-sokning som bestker nod v foljer det
att att topnrlu] = topnr[v] — 1.

e Annars s& dr nod u inte besokt (fér da skulle #ven nod v vara det) och da
kommer DFS-stkningen som besoker nod v startas med nr < topnr{v].

Algoritmen har tidskomplexitet O(|V |+ |E|) da vi i loopen i (5) fortsdtter tills
alla noder ar besOkta, aldrig besoker en redan besokt nod, och fér varje nod vi
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Algoritm 2: Topologisk sortering
Beskrivning:
Input: En DAG, G
Output: En vektor med nummer for alla noder i G
1) foru=0ton-—1
vislu] < false /* Sant om u &ar bestkt */
topnrlu] < oo /* Topologisk nummer for u */
nr«—mn-—1
foru=0ton—1
if not vis[u]
nr < DFS(u, nr, vis, topnr)

N O O = W N
— O — o D

O

DFS(u, nr,vis, topnr)
vis[u] « true
foreach (u,v) € £
if not vis[v]
nr < DFS(v, nr, vis, topnr)

)
)
)
)
)
15) else
)
)
)
)

— =
[\

if topnrv] = oo
CYKEL!
topnrlu] — nr
return nr — 1

N N~
—_

besoker undersoker alla utgaende kanter.

5.3 Starkt Sammanhingande Komponenter

En starkt sammanhéngade komponent (strongly connected component, SCC) C' &r
en maximal delmingd noder s.a. om u,v € C sa finns det en stig u ~» v och en stig
v ~» u. Att hitta alla SCC:er i en graf G = (V, E) gr att gora i tid O(|V| + |E|)
enligt foljande: Forst kor vi en toplogisk sorting pa grafen, men ignorerar eventuella
cykler. Sedan skapar vi grafen G som #r identisk med G fast med alla kanter viinda.
D.vs.

V(GT) V(G)
BE(GT) = {(v,u): (u,v) € BE(G)}

Till sist loopar vi éver alla noder i GT enligt den tidigare sorteringen och gor, for
varje obestkt nod, en DFS-sokning. De noder som besdks i en DFS-s6kning kommer
vara en unik SCC.

Beuvisskiss. Vi visar inte att algoritmen &r korrekt men ger ett Lemma som hjalper
en bit.

Lemma 5.1. Lat C, C' vara olika SCC i G = (V,E). Antag att (u,v) € ET =
E(GT) diru e C, v e C'. Di kommer forsta noden i C' fére alla noder i C i den
topologiska sorteringen.
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Figur 4: En graf med markerade starkt ssammanhéngande komponenter (mar-
kerade 0, 1 och 2)

Detta medfor att ¢’ raknas ut fore C, och DFS-sokningen som startas pé en
nod i C kommer d& inte besoka nidgon nod i C’ d& de redan ar besokta.

5.4 Hitta avstand i en graf

Vi vill hitta det kortaste avstandet i en graf G fran en given nod s till alla andra
noder. Vi borjar med att betrakta grafer dar kanterna har ickenegativa vikter.

5.4.1 Dijkstra

Dijkstras algoritm (Algoritm 3) {or att hitta minsta avstand i en graf med ickenega-
tiva vikter bygger pa Prims algoritm fé6r MST men istéllet for att i innersta loopen
uppdatera kostnader for att ligga till en nod i ett MST uppdaterar vi avstandet
till noden.

Algoritmen har samma tidskomplexitet som Prims algoritm (d.v.s O(|V|?) eller
O(|E|log|V]) beroende pa implementation), d& funktionen RELAX, precis som rad
(12) i Prim kan kréva en uppdatering av en prioritetsko vilket tar tid O(log|V]).
Vi kan visa att algoritmen fungerar med induktion pa de besokta noderna.

Bevis. For varje nod v kommer avstandet till noden fixeras férst ndr noden &r
besokt, vi méaste alltsa visa att ingen nod kan bestkas medan den fortfarande kan
fa ett lagre avstand tilldelat.

Detta kan visas med induktion enligt foljande:

Basfall: Noden s ligger alltid pa avstand 0 fran sig sjédlv och besoks alltid forst,
alltsa ar dess avstand fixerat ndr den besoks.

Induktionsantagande: Lat I(u ~ v) beteckna lingden av kortaste stigen fran
nod u till nod v. Lat u vara den obestkta nod som har minimalt d[u]. For alla
noder v for vilka [(s ~ v) dr mindre &n [(s ~ u), géller att v &r besokt och att d[v]
dérmed é&r fixerat till just {(s ~ v). For alla noder w, som har en ingaende kant
fran en besokt nod, har vi dessutom att d[w] ar satt till det minsta avstadet fran s
via besokta noder.

Induktionssteg: For att d[u] for den nod u som vi bes6ker skall uppdateras med ett
lagre véirde efter att den besokts maste det finnas en obesékt nod w # u, med en kant
(v, w) fran en bestkt nod v sddan att stigen s ~» v — w &r optimal bland de stigar
fran s till w som endast gar via besokta noder. Vi har da enligt induktionsantagandet
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att djw] = d[v] + wt(v,w) = I(s ~ v) + wi(v,w). Dessutom maste det finnas en
stig w ~ wu och det maste gélla att dfu] > (s~ v) + wt(v,w) + l(w ~ u) men
eftersom d[w] = (s ~ v) + wt(v, w) och I(w ~ u) &r positiv har vi att d[u] > d[w]
vilket innebér att algoritmen skulle valt w och inte u. Alltsa &r avstandet till u
optimalt.

Fixerar vi d[u] och markerar den som bestkt méste induktionsantagandet gélla dven
for den nod »’ som nu har minimalt d[«’] bland de obestkta noderna. Det vill sdga:

e For alla noder v for vilka I(s ~ v) < l(s ~ u') &r v besdkt och d[v] =

I(s ~ v), detta giller sen tidigare for alla v # u och nu dven {or u da d[u] ar
optimalt enligt ovan.

e For alla noder w, dar (v,w) € E &r dlw] = min({l(s ~ v) + wt(v,w) :
v besokt}) vilket géller for alla w, for vilka (u,w) ¢ E, sen tidigare. For alla
w, for vilka (u,w) € E, géller nu att d[w] = min(d[u] + wt(u,w),d'[w]) dér
d'[w] ar det forra virdet pa d[w]. Om sista noden i den kortaste stigen via
bestkta noder till w &r u s ar d[u] + wi(u, w) < d[w] d& d[u] &r optimal och
d[w] &r optimal bland de stigar som bara gar via {v : v besdkt,v # u}, dw]
blir d& d[u] + wt(u, w) vilket &r optimalt d& d[u] &r det. Annars behéller d[w]
sitt virde vilket fortfarande ar optimalt.

O

Algoritm 3: Dijkstra
Input: En graf G med viktade kanter och en startnod s
Output: Minsta avstandet fran s till alla andra noder i G

(1) V={0,...,n—1}

(2)  foreach u eV

(3) plu] < —1 /* Forédlder till u */

(4) d[u] < oo /* Avstandet fran s till u */

(5) vis[u] < false /* Sann om u &r besokt */

(6) d[s] 0

(7)  fori=1to|V]

(8) Hitta en nod u s.a. vis[u] = false, d[u] minimal
och dfu] # oo

=)

vis[u] « true
foreach (u,w) € E
if not vis[w]
RELAX (u, w)

)
0
1

RELAX (u,w)

if djw] > d[u] + wt(u, w)
dlw] «— d[u] + wt(u,w)
plw] — u
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5dls]=0
X
3 yd=2 — L= dw]=3
/
palv]=3

Figur 5: Ett exempel pa nér Dijkstra inte fungerar, d[u] sitts till 2 nér den
egentligen borde bli 1 och d[w] sétts till 3 nar den borde vara 2. Att uppdatera
aven intilliggande besokta noder nar en nod besokts skulle ge ratt viarde pa
d[u] men d[w] skulle behalla sitt felaktiga vérde.

5.4.2 Bellman-Ford

Om vi ddremot har negativa vikter pa vissa kanter fungerar inte Dijkstra (se Figur
5). D& kan vi istéllet anvinda Bellman-Ford (Algoritm 4) som fungerar si ldnge
det inte finns cykler med negativ vikt. Om det finns negativa cykler kan den upp-
téacka detta. D& vi hir inte behover en prioritetsko (till skillnad fran Dijkstra) gar
RELAX i konstant tid. Vi anropar RELAX O(|V||E|) ganger vilket da ocksa &r
komplexiteten for hela algoritmen.

Vi vill visa att algoritmen &r korrekt.

Bevisskiss. Om s — w1 — us — ... — u, ar den kortaste stigen till u, sa har vi
efter ¢ varv den kortaste stigen till u; klar. Det hogsta antalet kanter i den kortaste
stigen till ndgon nod (utan negativa cykler) ar [V] — 1.

Har vi en negativ cykel som kan nas fran startnoden kan vi alltid uppdatera avstan-
den léngs den cykeln i all odndlighet s& om vi, nér vi har rdknat ut avstand for alla
noder (utan att bry oss om dessa cykler), fortfarande kan minska nagot avstand
méste vi ha en negativ cykel (under antagandet att algoritmen annars ér korrekt).
Kan cykeln inte nas fran startnoden och alltsa ligger pa odndligt avstand, kommer
alla uppdateringar att aterigen ge samma avstand® och den negativa cykeln kan da
alltsa inte hittas.

3Viljer vi att representera oindlighet som ett stort tal kan vi fiven detektera onabara
negativa cykler men vi har da istéllet svarare att skilja odndlighet fran ett giltigt vérde.
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Algoritm 4: Bellman-Ford
Input: En graf G med viktade kanter och en startnod s
Output: Minsta avstandet fran en nod s till alla andra noder

iG

(1) foru=0to|V|—-1

(2) d[u] « o0

3 ol 1

(4)  d[s] <0

(5) fori=1to|V|—-1

(6) foreach (u,w) € £

(7) RELAX(u,w)

(8)

(9)  /* Leta efter negativa cykler */
(10) foreach (u,v) € E

(11) if d{w] > d[u] + wt(u, w)
(12) NEGATIV CYKELL!



