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Den har foreldsningen var den andra av tva om grafer och grafalgoritmer. Det
som togs upp var Floyd-Warshall och Johnson’s algoritmer fér att hitta kortaste
stigen mellan alla par av horn i en graf, en algortim for att hitta Eulercykler, Ford-
Fulkerssons metod for maxflode i en graf, och nagra exempel pa tillampningar av
maxflode for problemlosning.

1 Floyd-Warshall

Floyd-Warshall anvinds for att hitta kortaste stigar mellan alla nodpar (x,y) i en
graf.

En naiv 16sning ar att kora |V st Dijkstra eller Bellman-Ford. Det ger kom-
plexitet O(|V||E|log(]V])) respektive O(|V|?|E|), men notera att Dijkstra endast
fungerar for icke-negativa kantvikter.

Floyd-Warshall &r en béttre 16sning som bygger pa dynamisk programmering.

Definition 1.1 Ldt D’;y beteckna minimiavstindet fran nod z till nod y ddr stigen
endast far innehdlla noderna 0...k-1 forutom start- och slutnoden.

Lat pa samma satt Pf’y beteckna den sista noden som besoktes innan slutnoden
1 en stig med minimalt avstind.

Initialisering

1 D;Z?y «— 00
2 Df,—0
ng’y — —1
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foreach (z,y) € £
Dg’y — wt(z,y)
ng —
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Huvudalgoritmen

—_

for k=1 to |V|
forx =0to |V| -1
it DM, < oo
fory=0to V| -1
if DXL+ DyT), < DR
Dﬁ,y - D':Z,El_l + D’ziiiy
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7 P — P}
8 else

9 D';y — D’;;}
10) PF, — Pi1

Analys

Vid forsta anblick tycks algoritmen kréiva tid och minne ©(|V|?), men om vi studerar
loopen noggrannare ser vi att endast féregdende viarde pa k anvinds, sd om vi bara
lagrar nuvarande och foregaende viirden klarar vi oss med minne O(|V|?). Faktum
ar att i just Floyd-Warshalls algoritm kan vi klara oss med att bara lagra ett D, ,
och skippa k-indexeringen helt och hallet. Denna typ av 16sning &r vanlig inom
dynamisk programmering, det l6nar sig ofta att se hur mycket av information man
faktiskt behover ha kvar i varje steg.

En annan iakttagelse &r att vi enkelt kan upptécka negativa cykler med Floyd-
Warshall, om D’;’x ar negativ sa ingar x i en negativ cykel.

2 Johnsons algoritm

Vi gor en observation: upprepad Dijkstra gar i O(|V'||Ellog|V|), vilket &r snabbare
in Floyd-Warshalls O(|V|?) i glesa grafer. En idé #r att patcha Dijkstra sa att den
fungerar for negativa vikter.

Potentialfunktionen

Vi infor en potentialfunktion 7 : V' — R. Sedan viktar vi om alla kanter i grafen
enligt wt'(u, w) = wt(u, w) + w(u) — 7(w). For att kontrollera denna 16sning kan vi
utreda vikten wt’(P) for en stig P.

P =wug,ut,...,ux

k

wt'(P) =Y wt(ui—y, u;) + m(ui—1) — m(u;)
i=1

Vi ser att detta &ar en teleskopsumma: alla potentialer utom den férsta och sista
férekommer bade som positiv och negativ term, sa uttrycket kan forenklas till

wt' (P) = wt(P) + m(ug) — 7(ug)
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Eftersom 7(ug) och 7(uy) &r konstanta for alla stigar mellan ug och wuy si
kommer den nya viktningen ge samma kortaste stig som den gamla.

Sa, det kvarstar att hitta en potentialfunktion sadan att wt(u, w)+m(u) —m(w)
ar ickenegativ for alla tdnkbara kanter. Detta kan astadkommas genom att vélja
m(u) som avstédndet fran ett fixt horn till u. Triangelolikheten ger d&

m(w) < w(u) + wt(u, w)
omskrivning ger
wt(u, w) + w(u) — w(w) >0
vilket var precis det som soktes. Sa, vilket fixt horn ska vi anvinda som ut-

gangspunkt? Det visar sig vara bra att lagga till ett nytt horn med kanter av langd
0 till alla andra horn, och anvinda avstandet till detta nya hérn som 7.

Fardig algoritm

(1) G’ « lagg till horn s med kanter med avstand 0 till
alla hérn i G.

2)  Rékna ut 7 m.h.a Bellman-Ford

3) if 3 negativ cykel

4) avbryt

5)  foreachv eV

6) DIJKSTRA(G, v, wt)

P

3 Parentes om Bellman-Ford

Bellman-Ford detekterar som vi vet negativa cykler som kan nés fran startnoden,
men hur &r det om de inte kan nés fran startnoden? D& beror det plétsligt pa
hur odndligheten implementeras. Om vi sédtter odndligheten till ett stort tal, sa
kommer cyklerna &nda att upptéckas nér vi gér den vanliga sdkningen efter negativa
cykler. Om vi ddremot specialbehandlar odndligheten s& att co —wt(u, w) = oo, gar
cyklerna inte att upptécka. Det &r viktigt att tdnka efter ndr man anvénder stora
tal for att representera oéndligheten. De maste vara storre dn alla riktiga vérden
vi kan fa, men ocksa tillrdckligt sma for att vi aldrig ska gbra nédgon addition dar
summan orsakar overflow - det kan leda till elaka buggar.

4 Eulercykler

En Eulercykel dr en cykel som bestker alla kanter i en graf exakt en gang. Det
finns tillrackliga och nodvéndiga villkor for existens av Eulercykler i riktade och
oriktade grafer. En oriktad graf har en Eulercykel omm deg(u) ar jamnt for alla u
och grafen dr sammanhéngande. En riktad graf har en Eulercykel omm indeg(u) =
utdeg(u) for alla u och grafen &r sammanhéngande. Notera hir att en graf kan ha en
Eulercykel trots att den har isolerade horn, det &r bara kanterna som maste besokas.
Alltsa, nér vi kraver att grafen &r sammanhéngande, bortser vi fran isolerade horn.

Sa, hur hittar vi en Eulercykel? En enkel algoritm bestar av tva delar, en stig-
finnare och en kontrollant.
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Stigfinnare

Starta i godtyckligt horn u. Traversera grafen s& langt det gar, utan att passera
samma kant flera ganger. Nar det tar stopp &r vi tillbaka i u, men det kan finnas
obesokta kanter.

Kontrollant

Folj stigen fran u som stigfinnaren har hittat tills vi kommer till ett hérn w med
en obesokt kant. Starta stigfinnaren fran w, for att hitta en stig av obestkta kanter
som leder tillbaka till w. Skjut in hela den nya stigen dér w bestktes i den gamla.
Upprepa sokningen pé samma sétt fran w, langs den nya stigen. Néar vi kommer
tillbaka till w ar vi klara.

5 Flode och Ford-Fulkerson

Vi tanker oss en uppgift som géar ut pa att stéilla upp vigspéarrar mellan Stockholm
och Goteborg for att stoppa all biltrafik. Vi vill veta minimalt antal vigspéarrar som
behdver placeras ut, och var de ska stéllas.

For att ta reda pa hur ménga vigspéarrar som krévs kan man representera
vagnatet med en graf och lata alla kanter ha kapacitet 1. Vi vill sedan ta reda
pa vad det maximala flédet genom grafen fran Stockholm till Géteborg &r, och hur
man uppnar det. Att 16sa maxflodesproblemet kan man gora med hjélp av en metod
som kallas Ford-Fulkerson.

Ford-Fulkerson

Grundidén i Ford-Fulkersson ar ganska enkel

(1)  Séatt flodet till 0
(2) while 3 utékande stig
(3) oka flodet langs stigen

En utékande stig &r en stig fran starthornet till sluthérnet dér vi kan fa igenom
ett flode. Nar vi letar efter stigen anvinder vi oss av en residualflodesgraf, dar
residualkapaciteten dr ursprunliga kapaciteten — nuvarande flédet. Vi ser ocksa till
att f(u,w) = —f(w,u), alltsé att vi har negativa floden 4t motsatt riktning, for att
representera att vi kan “angra” det flodet som tidigare gatt genom kanten. For att
astadkomma detta infor vi for varje kant (u, w) en kant (w, u) med kapacitet 0, om
det inte redan fanns en kant (w, ). Nar vi letar efter en utokande stig maste alltsa
alla ingédende kanter ha en positiv residualkapacitet. Ett bra sétt att hitta utokande
stigar 4r med en vanlig breddenforst-sékning, det kallas Edmonds-Karps algoritm.
Det ger komplexitet O(|V||E|?). Om man istilllet anviinder en djupetférst-sokning
riskerar man att fa en véaldigt dalig kortid pa elaka exempel.

Var satter vi vigsparrarna?

Vi bérjar med att gora en sokning fran startnoden i residualflddesgrafen, och mar-
kerar alla horn vi nar. Startnoden &r nu markerad, medan slutnoden inte &ar det,
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Figur 1: Illustration av bipartit matchning med hjélp av fléde.

eftersom vi da skulle ha hittat en utvidgande stig. Sedan sdtter vi vigspérrar pa
alla vigar som gar fran markerade noder till omarkerade. Flodet genom végarna
vi nu har sparrat maste ha varit lika med kapaciteten pa vdgarna, annars hade
vi kunnat ta oss genom kanten i residualflédesgrafen och markerat bada dndarna.
Flodet langs de spédrrade vigarnna kan inte heller vara storre dn flédet fran s till ¢,
eftersom varje flode fran s till ¢ gar 6ver fran markerade till omarkerade noder hogst
en gang (om det gar flode fran w till w och w dr markerad si &r dven u markerad,
eftersom vi kan ga baklinges ldngst flédet i residualgrafen).

6 Flodesxempel: Bipartit matchning

En bipartit graf &r en oriktad graf sddan att hérnen kan delas in i tva disjunkta
méangder s& att alla kanter i grafen har ett horn i varje mangd. En matchning &r ett
val av kanter sadant att max en utvald kant gar till ett givet horn. Vi kan hitta en
maximal bipartit matchning i en graf genom att ge alla kanter kapacitet 1 och rikta
dem fran ena méngden till den andra. Sedan lagger vi till ett hérn som &r start och
ett horn som ar mal, och sétta kanter fran starten till alla hérn i ena méngden, och
kanter fran alla hoérn i andra méngden till malet. De ursprunliga kanterna som har
ett positivt flode ingéar i en maximal matchning.

Om kanterna dessutom har en kostnad kan vi hitta en maximal matchning av
minimal kostnad om vi hela tiden hittar den billigaste utckande stigen i Ford-
Fulkersson. Eftersom kantvikterna kan vara negativa gors detta lampligen med
Bellman-Fords algoritm.

7 Flodesxempel: Bus Tour

Det hér dr ett exempel fran NWERC 2003. En buss aker runt i en stad déar nagra
gator ar enkelriktade, och fragan adr om det existerar en Eulercykel. Nar det finns
bade oriktade och riktade kanter i en graf har vi inget enkelt sétt att avgora om
en Eulercykel existerar, men vi kan istéllet se det som att vi ska rikta alla oriktade
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Figur 2: Illustration av 16sning av Bustour med hjalp av flode

kanter pa ett sadant sétt att det sedan finns lika manga in- och utkanter fran varje
hoérn.

Betrakta ett horn « som har deg kanter ut, deg_ kanter in och degq oriktade
kanter. Vi vill rikta r, kanter in mot hornet s& att

Ty + deg— = (degs + deg_ + dego)/2

Néar vi funnit 7, for alla hérn kan vi konstruera en graf for att 16sa problemet
med hjilp av fléde. Skapa ett horn i den nya grafen fér varje hérn och oriktad kant
i den gamla, och lat kanter med kapacitet ett ga fran hornen som representerar
kanter till bada hornen som kan nés fran kanten. Lat sedan kanter med kapacitet 1
gé fran ett starthorn till alla hérn som representerar kanter. Slutligen, skapa kanter
med kapacitet r,, fran alla hrn som representerar ett hérn u i ursprungsgrafen till
ett sluthorn.

En enhet av flode fran hornet (u, w) till hornet v representerar att kanten (u, w)
i ursprungsgrafen riktas mot hérnet u. Om maxflddets storlek #r lika med 7, sa
existerar en Eulercykel i den ursprungliga grafen.



