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Notation: [n] = {1,2,...n}

1 Delmangder

(1) - antalet delméngder av [n] av storleken k. Antalet siitt att véilja ut en icke-
ordnad delméngd med k element ur en mangd med n element kallas binomialtal.

(n) :n(n—l)(n,—Q)---(n,—k:+l)
k Kk—D)(k—2). -1

Totala antalet delméngder av [n] &r 2" =Y} (})
Ett effektivt satt att tabellera talen (Z) for n > 0 och k > 0 &r i Pascals triangel:

o 1
G 11
e 1z
COEE 18
G'OHHH 1asan

Observera att triangelns sidor bestar av endast ettor och att varje annat tal fas
som summan av de tva talen ndrmast ovanfor i triangeln. Denna egenskap kan
beskrivas som en rekursion f6r binomialtalen:

n\ [(n-— 1 " n—1
k) \k-1 k
De tva olika satten att berdkna binomialtal — den direkta formeln och rekursions-

ekvationen — ger tva olika naturliga implementationer:

BINOMIAL(n, k)

(1) re1

(2) fori=1tok

(3) re—rn—k+1i)/i
(4)  returnr
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BINOMIAL(n, k)

(1) if k<Oork>n

(2) return 0

(3) elseif n=Fkork=0

(4) return 1

(5)  else if b[n][k] ¢j berdknad

(6) b[n][k] < BINOMIAL(n — 1,k — 1) + BINOMIAL(n —
1, k)

(7)  return b[n][k]

b[][] &r en global array dar vi memoiserar virdena av de berdknade binomialtalen.
Den forsta implementationen kors pa linjar tid men kan dock fa overflow. Den
rekursiva implementationen kommer aldrig fa overflow eftersom den aldrig hanterar
tal som &r storre dn det tal man vill berdkna. Den kors for 6vrigt pa kvadratisk tid.

1.1 Multinomialtal

Multinomialtal &r antal sitt att dela upp [n] i k st delméngder, dir den i:te har

. . . . | .
storleken n;. Vi skriver multinomialtal som (m nz" nk) = m dar " n, = n.

Observera att binomialtalet (}) ér lika med multinomialtalet (, ™ )

Formeln for berdkning av multinomialtal:

k
( n ) Z( n—1 ) n!
ny...ng ‘ ni,ng,...,n; — 1, ng ny!-ng!-ong!

=1

5\ [ 4 N 4 N 4\ 5l
2,1,2)  \1,1,2 2,2 2,2,1)  20.11.2!

2 Permutationer

Exempel:

En ordning av element i en méngd kallas for en permutation av elementen i méng-
den.

Ex. 1: skriv upp alla permutationer av elementen i méngden {1,2,3}:

Losning: 123, 132, 213, 231, 312, 321. Det fanns alltsé sex stycken permutationer
av en méngd med tre element.
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Allmént: Lat © = x1x5 - - - x,, vara en string av langden n. Rikna ut hur manga
permutationer av x det finns.

I specialfallet att alla tecken &r olika i méngden finns det n! olika permutationer.
Vi later f; = antal ggr ¢ forekommer i stréngen x.

Exempel: & = cbaac (alla tecken &r ej olika i méngden). DA far vi f, = 2, f, =
1, f. = 2. Det totala antalet permutationer ges av

(i)
Fasfos---)

I vart exempel ger detta: (fa,?b,fc) = (27;?72) =30

Foljande formel kan anviandas for att berdkna antalet permutationer som borjar pa

tecknet i:
( n—1 )
faa,fb7~-~7fi_17...
For ¢ = a, b och ¢ far vi:

a: (1%2) =12, b: (24,12) =6, c: (211) =12

s Ly

Foljande algoritm kan anvidndas for att generera dessa permutationer.

PERMUTATION(x)

(1) hitta kortaste suffix x; ... x,, sadant att x; < x;41, dvs
Ty < Tigp1] 2 Tigo =2 . 2 Ty

(2) Hitta storsta j sidant att x; > x;

(3)  swap(x;,xj)

(4)  reverse(w;...xy)

Exempel 1: Vi later en strang vara: ’bcfech’. Da far vi i = 2,j = 4. Kor vi swap
far vi 'be fceb’. Och sedan efter reverse far vi: ’bebcef’.

Exempel 2: Vi later en striang vara ’deba’. Har existerar inga suffix eftersom ’deba’
dr den sista permutationen.

Ic++ (stl) finns det tv olika implementationer for permutationer: prev_ permutation
och next permutation.

Tillimpning: Generera alla (}) delméngder av [n] av storlek k. Detta ér samma sak
som att generera alla permutationer av en strdng med n st 0’ och k st '1’, dar vi
tar med element 7, om tecknet pa position 7 ar en etta. Att ta nésta permutation
blir da detsamma som att konstruera nista delméngd av samma storlek, och vi har
darmed ett sétt att generera alla delméngder av en viss storlek.
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3 Partitioner

B = {By...By} &r en partition av [n] i k st block om:
1. Ut B =[n]
2. Bi(\B; =0
3. Bi#0

Exempel pa en partition av [8] i 4 block: B = {{1,5,7},{2,8},{6},{3,4}}

Hur méanga partitioner av [n] finns det i k& block? Antalet sitt att gora detta gar
mycket enkelt att formulera rekursivt:

o Att lagga n olika element i ett block gar endast till pa ett sitt dvs. lagga alla
i ett och samma block.

e Att dela upp n olika element i n block gar ocksa endast till pa ett sétt; de
far bilda var sitt block.

e Om vi ska dela upp n element i k block kan vi antingen dela upp n — 1 st
av de forsta elementen i k — 1 st block, och lata det sista elementet bilda ett
eget block; eller dela upp de n — 1 st forsta elementen i k st block och sldnga
det sista elementet pa nagon av de forsta blocken.

Det hér ger upphov till féljande rekursionsekvation:

1. S(n,1)=S(n,n) =1
2. S(n,k)y=S(n—1,k—1)+k-Sin—1,k)om 1 < k <mn.
3. S(n,k) =0 annars

Dessa kallas Stirlingtal av andra ordningen. Stirlingtal kan beskrivas pa pa flera
sitt, men inget dr enklare d4n den rekursiva formeln. De forsta stirlingtalen &r:

1 2 3 4 5
111
211 1
311 3 1
411 7 6 1
511 15 25 10 1

Talet i rad n och kolumn k &r S(n, k).

4 Catalantalen

Catalantalen kan anvindas for att rdkna antalet balanserade parentesuttryck for
ett antal parentespar. Om vi har 3 parentespar kan vi skriva ett balanserat paren-
tesuttryck pa foljande sétt:

<000, 000), ((0)): (O0), ()0 >
Med andra ord har vi P(3) = 5.



Enumerativ Kombinatorik 5

Det hér ar en rekursionformel

P(n) = Z_:P(k) P(n—k—1)
k=0

Dar P(0) = 1 &r basfallet

Formeln fas om man ténker sig att man har en rotparantes. I den parentesen finns
det k paranteser och till héger om rotparantesen finns det n — k — 1 parenteser.
Catalantalen kan &ven anvéndas for att rdkna antalet bindra trad for ett antal
noder. Om vi har 3 noder sa kan vi rita upp féljande binédra trad:

Kortiden for berdkning ar kvadratisk.
En béattre rekursionsformel fér berdkning av catalantal

() 2.@2n-1)-Pn-1)
P(n)_n+1_ n+1

Kortiden for denna berdkning ar linjér.

5 Matrismetoden

Matrismetoden &r en metod fér att berdkna linjara rekursionsekvationer snabbt.
Ex. Fibonaccitalen

fn - fn—l + fn—2
Basfallen: fo =0, f1 =1

Utradkningen av fibonaccitalen dr enkel d4 man endast behdver stega framéat och
halla de 2 senaste talen i minnet. Berdkning gors i linjar tid. Vi ska nu se hur man
kan gora det dnnu snabbare

Allmént géller for en linjdr rekursionsekvation att

k
Tp = § A+ Tp—4
=1

Dar viardena x1 = by, 9 = bo, ..., x = by ar kiinda. Berdkning av x,,:
Vi vill konstruera en matris A s att

Tn—1 Tn
Tp—2 Tn—1

Tn—k Tn—k+1
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ayr az . (0%

1 0 0 0

A= 0 1 0 0

. 0

0O 0 01 O

Vi far da att:
T, Tn—iq
Tp—1 Tp—i—1 bk
by
Tn—k+1 Tp—i—k+1

Vi far da tidskomplexiteten vid naiv matrismultiplikation till O(k31gn)

6 Inklusion-Exklusion
Vi vill berékna storleken pa en union dar elementen 6verlappar varandra.
| Ay UAU...UA, |
Ex.
| AJUASUAs |=| Ay |+ | A2 |+ | As | — | A1NAs | — | AoNAs | — | A1NAs | + | A1NA2NAs; |

Allmént sa géaller att

| ALUA U UA, [= > (=D)L )4 |
0#£IC[n) i€l

Applicerbart om
e Det &r enkelt att berdkna snittet och n litet sdg, n mindre &n 20

e Storleken av snittet bara beror pa | I |, sig | (;e; 4i |= F(| I ])
Vi far da:

| Ay UAs U UA, [= S0 ()(=DF1F(k)

iel

Ett exempel da inklusion-exklusion kan anvindas ar derangements. Derangements
dr permutationer dir inget av elementen befinner sig pa sin ursprungliga plats.
Detta kan jamforas med hattproblemet. Om alla som gar till fest har med sig
varsin hatt. Dérefter nir de ldmnar festen far de med sig en slumpvald hatt. Vad &ar
da sannolikheten att alla far en fraimmande hatt med sig hem. En approximation
visar att denna sannolikhet &r ungefér %



