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I nedanstéende sektioner beskrivs I0sningar pa ett antal specifika problem som har
generella tillimpningar. Som alltid &r det en férdel om man kan gora berdkningarna
med heltal i stillet for att anvinda de reella tal som oftast dr naturliga utifran
matematiken de beskrivs med.

Jamfor till exempel:

e a och b i stillet for v/a och Vb
e q och b i stéllet for arctana och arctanb
e a-bochc-distillet for a/d och ¢/b

1 Polygoner

1.1 Area
1.1.1 Triangel

Hur det ar lampligt att berdkna arean av en triangel beror pa vilken form den &r
given. Ofta ar det latt att ta reda pa tva vektorer, U = (x1,y1) och V = (z2,y2), som
representerar sidor i triangeln. Fran linjar algebra kommer vi ihag att determinanten
av matrisen som har dessa vektorer som rader har samma belopp som arean av det
parallellogram som spédnns up av de bada vektorerna. Denna area &r dubbelt sa
stor som triangeln som spadnns up av samma vektorer sa

_ 3 1 Y
2ATyiangel = abs ( To Yo
Tecknet pa denna determinant kan ocksa anvidndas. Om determinanten &r po-
sitiv betyder det att vi valde punkterna (z1,y1) och (z2,y2) i motsols (positiv)
riktning i triangeln. Om vi hade valt dem i medsols (negativ) riktning hade deter-
minanten blivit negativ.

) = |931y2 - 932y1|

Figur 1:

Berdkningen av parallellogram och darmed delar av sddana kan generaliseras
till R™ da man réaknar ut hyperarean av omradet som spanns upp av n st. vektorer.
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1.1.2 Area for enkla polygoner

For att rdkna ut arean av en enkel polygon! viljer vi forst en godtycklig punkt.
Sen réknar vi for varje kant ut area pa den triangel som &r bestdmd av kanten och
punkten vi valde. Tecknet har ar av betydelse sa det ar viktigt att vi traverserar
polygonens horn i samma ordning hela tiden. Vi summerar nu alla dessa areor med
olika tecken vilket ger hela polygonens area. Om polygonen traverseras motsols
kommer arean att bli positiv.

1 — p—l — 1
A== n -
2’— Do —‘+2Z

I stéllet for att valja en godtycklig punkt kan vi véilja en punkt nere i odndlig-
heten men nu bara berdkna arean som finns mellan z-axeln och kanterna. Detta
gbr att areorna vi vill berdkna blir parallelltrapetser i stéllet for trianglar.

n—1

1 1
A= 520 = 2n-1)(yo + Yn-1) + 5 > (@i —zioa) (i +vi1)

i=1

Figur 3:

1.1.3 Area for polygoner med heltalskoordinater

Om hornen i en polygon P har heltalskoordinater eller om P kan transformeras s
att detta géller finns Picks sats som ger en annan identitet for arean:

'F6r polygoner som inte ar enkla #r det oklart hur man vill definiera arean. Vi begrénsar
oss darfor till enkla polygoner.
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Lat I vara antalet heltalspunkter som ligger strikt inuti P, R antalet heltals-
punkter som ligger pa randen till P och A arean av P. D& géller A=1+ R/2— 1.
I figuren nedan &dr I = 20, R = 12 och A = 25.

Figur 4: Polygon med heltalskoordinater.

Vi vet redan ett sitt att berdkna arean sa detta ger oss ett samband mellan
och R.

1.2 Punkt i polygon

Vi vill ta reda pa om en punkt p ligger i en given polygon P. Det finns tva enkla
sitt att 16sa detta.

1.2.1 Antalet skirningar

Om punkten ligger inuti polygonen kommer en linje L som dras fran punkten rakt
upp oandligt langt att skiira polygonen ett udda antal ganger (se figur 5).

I pseudokoden nedan anvéinds funktionen INTERSECTS(L1, L2) som &r sann om
Ly korsar Lo. Funktionen beskrivs ndrmare i 2.3. For att det ska stdmma om var
linje L passerar genom ett hérn i polygonen sd kommer intersects att betrakta
linjers hogra men inte vénstra andpunkt som en del av linjen.

Algoritm 1: Algoritm for att se om en punkt ligger i en polygon.
Input: En polygon P och en punkt p.

Output: Huruvida p ligger inuti P.

INSIDE(P, p)

) isIn « false

(2) L [p,(psoo)]

(3)  foreach edge e of P

(4) if INTERSECTS(e, L)

(5) isIn < not isln

(6)  return isln
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Figur 5:

1.2.2 Antalet cirklingar

En annan metod gar ut péa att vi gar igenom polygonen léngs dess rand i nagon
riktning och summerar vinkelskillnaderna mellan P;,p och P; for varje kantvektor
P; — P;. Om denna summa blir 2k s& gar polygonen k varv runt punkten p. Om
summan ar 0 dr punkten alltsé utanfér polygonen. Summan blir alltid en multipel
av 2.

2k =Y Z(P,,p, Pii1) + Z(P1,p, Pn)
=2

Den hér metoden kommer &ven att ge réitt svar for polygoner som inte ar enkla.

1.3 Konvext holje

Ett konvext holje for en méngd punkter &r den minsta konvexa polygon sé att alla
punkter i mdngden innesluts. Detta kan beriknas med en metod som kallas Graham
Scan.

Algoritm 2: Grahams algoritm for konvexa holjen.

Input: En méngd punkter P.

Output: Den minsta konvexa polygon som innehaller alla

punkter i P.

GRAHAM SCAN(P)

(1) po < den punkt i P med lagst y-koordinat (och lagst
x-koordinat om det finns flera val).

(2) Sortera de dvriga punkter med avseende pa vinkeln
till z-axeln, sett fran pg. Om tva har samma vinkel,
ta bort punkten nidrmast pg.

(3)  Légg po, p1,p2 pa en stack.

(4) fori=3ton—1

(5)  pusn(p)

(6) while stackens tre 6versta punkter inte bildar vins-

tersvang

(7) Ta bort nést dversta elementet i stacken.
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Figur 6: Illustration av Graham scan.
p4

Viénstersviang defineras i det hér fallet som att arean av p;_o, p;—1, p; &r > 0. Om
man tittar pa exemplet i figur 6 ser man att att flera punkter redan ar adderade.
Men man har nu kommit till punkten p3 dir man uppticker att man maste ta
en hogersvang langs linje 1. Darmed vet man att ps inte ska inga i holjet, sa den
plockas bort och linje 2 kommer att viiljas istéllet. Aven hiir &r det en hogersviing
och istéllet sa kommer slutligen linje 3 att véljas.

Sorteringen av punkterna i Graham Scan tar tid O(nlogn). I algoritmen kollar
vi om vi méste gora en vénstersving och en sadan koll riskerar att ta O(n) tid. Men
detta kan inte hénda ofta. Mer specifikt kommer koden i den inre while-loopen bara
koras totalt O(n) ganger. Det kommer forstas for-loopen ocksé att gora sé tiden for
sjilva svepet ar O(n). Tiden for hela algoritmen domineras déarfor av sorteringen
och blir O(nlogn).

2 Linjer
2.1 Orientering av en punkt

Triangelareor kan &ven anvéndas for att bestdmma huruvida en punkt ligger till
vanster eller hoger om en linje, i linjens rikting. Om man bildar triangeln pipsps
och sedan beréknar dess area s4 kommer den att bli positiv eftersom, som tidigare

Figur 7: Punkter pa var sin sida om en linje.

namnts, triangelns hérn ligger motsols. Det innebéar att ps ligger till hger om linjen.
Om man déaremot goér samma sak for triangeln p;psp2 sé kommer den att fa en area
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med negativt tecken eftersom triangeln ligger medsols. Punkten p4 ligger saledes
till vénster om linjen. Om arean i nagon av berdkningarna skulle bli noll sa ligger
alla tre punkter pa samma linje.

2.2 Punkt pa linjesegment

Vi &r intresserade av huruvida en punkt ¢ ligger pa ett linjesegment med dndpunkter
p1 och py. Det forsta vi kan undersoka dr arean av triangeln pigps (enligt ovan).
Om den &r nollskild s& ligger ¢ inte ens pa linjen mellan p; och po.

Nar vi vet att ¢ ligger pa ratt linje s kan vi enkelt underséka om DIST(p;, q) <
DIST(p1, p2). Om béada villkoren &r uppfyllda si ligger ¢ mellan p; och ps.

Ett krav for detta dr naturligtvis att p; # p2 (annars blir arean alltid 0). Fallet
p1 = po ar trivialt.

2.3 Korsande linjesegment

Antag att vi har tva stycken linjesegment, det ena med dndpunkterna p;i,ps och
det andra med &ndpunkterna ps,pys. Vi ar intresserade av om de skir varandra i
nagon punkt.

Att faktiskt hitta skdrningspunkten mellan tva linjer innebér i det allménna
fallet att 16sa ett linjart ekvationssystem. Det kan innebéra problem om linjerna &r
nést intill parallella, eftersom skdrningspunkten kan komma att ligga vildigt néra
odndligheten. Om man ddremot bara vill veta om de skiir varandra sa finns det
andra metoder.

En enkel algoritm ar att se efter om bada segmenten har sina &ndpunkter pa
varsin sida om det andra segmentets linje. Om varje intervall har sina &ndpunkter
pa varsin sida om det andra, si maste segmenten skira varandra. Enligt metoden
ovan undersoker vi triangelareor for att undersoka vilken sida punkterna ligger.
Villkoret blir SIGN(A;) # SIGN(Az) 2 (ett test per linje och bada méaste uppfyllas).

Ett specialfall som kan uppsta ar om alla areor blir noll, d& ligger bada inter-
vallen pa samma linje. Det fallet &r i princip ett endimensionellt problem och man
behover bara se om ett av segmenten har en &ndpunkt inom det andra (ocksa enligt
ovan).

Figur 8: Nagra typiska fall for skdrning av linjesegment.
P

R, P A Fa
P
[}
P, 3 P,
(a) korsar inte (b) korsar (c) specialfall

2vi definierar sIGN(0) = 0
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3 Kortaste avstandet mellan punkter

Ur en méngd punkter vill vi hitta det kortaste avstandet mellan ett par av punkter.
For detta dndamal finns tva algoritmer som lampar sig for olika typer av indata.
Om punkterna &r likformigt férdelade pa en yta finns en algoritm som gar i tid
O(n) for att hitta det kortaste avstandet.

Figur 9: Punkter pa avstandet max V2d.

Idén dr att vi borjar med att stoppa alla punkter i n/2 kvadrater av dimension
dxdiett tvadimensionellt plan beroende pa var de befinner sig. Eftersom det méaste
finnas nagon kvadrat med minst tva punkter kommer det s6kta minstaavstandet
vara mindre eller lika med diagonalen i rutorna: d,,, < V2d. Vi jamfor sedan alla
punkter med endast de punkter som ligger i rutor som ar néra den aktuella punk-
tens ruta. Vi returnerar det kortaste avstandet. I figur 9 4r det omrade markerat
dar det skulle kunna finnas punkter pa minimiavstand. For att kolla alla dessa
punkter kollar vi alla punkter i rutorna som berérs av gransen. Dess rutor dr ocksa
markerade. Om punkterna &r likformigt férdelade sa kommer det i genomsnitt att
finnas O(1) punkter i varje ruta och specifikt i de 21 nérliggande rutorna markerade
i figuren sa arbetet for varje punkt dr konstant. Alltsa ar hela arbetet O(n).

Detta géller inte om punkterna &r allt for skevt fordelade. For det allmédnna
fallet finns en dekompositionsalgoritm som gar i O(nlogn).

Borja med att sortera punkterna pa z-koordinat. Dela upp planet i tva delar
och finn det minimala avstandet i varje del. Sen maste vi ocksa kolla om det finns
nagra par av punkter som bada ligger nara linjen vi delade upp planet i som &ar néra
varandra. Vi utnyttjar ocksa att vi bara behover undersoka par av punkter som &r
sa nédra varandra i y-led att vi vet att det inte kan finnas fler &n fyra punkter dér.
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Algoritm 3: Algoritm for kortaste avstandet mellan tva punkter.
Input: En punktméngd S, sorterad pa x-koordinat.
Output: d, det minsta avstandet mellan tva (skilda) punkter

is.

MINDIST(S)

(1) if [S]=2

(2) SORT(S) //i y-led

(3) return DIST(S[0], S[1])

(4)  dy < MINDIST(S]O, ...,n/2]) //dela upp punktméng-

den i tva halvor

dy <+ MINDIST(S[1 +n/2,...,n —1])

d < MIN(dy, d2)

foreach p i S[0,...,n/2], i stigande y-ordning

if p, dr max d ifran uppdelningen

Jamfor nu p med alla vérden, i den halva som p
inte kom fran, som ar tillrackligt ndra p i y led.
Eftersom p ar den koordinat léngst ner som inte
annu ar testad behdver vi bara titta uppat. I den
lilla kvadrat d x d dér de mojliga vardena kan
vara far det plats hogst fyra punkter eftersom de
maste var pa avstand minst d frdn varandra. Om
vi hittar nagot par som &r pa avstand mindre 4n
d sa ersédtter vi d.

(10) S = MERGE(S[0,...,n/2],S[1 +n/2,...,n]) //pay
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oo

NN N N
=) ~
— — — — —

Figur 10: Bara ett fatal punkter ligger pa avstand < d.

S0..1V2] | S[1+n/2...
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