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Den hir foreldsningen skrapar lite pa ytan av omradet beriikningsgeometri. Vi gar
igenom hur man beréknar arean av polygoner, hittar konvexa holjen till punktméngder,
avgor huruvida linjer skir varandra och var punkter ligger i férhallande till varand-

ra.

1 Vektorgeometri

Forst en anvindbar vektoroperation. Punkten (z,y) i planet kan beskrivas som
en vektor (z,y,0) i rummet. Om vi tar kryssprodukten u x v mellan vektorerna
U = (Ug, Uy, 0) och v = (vg,vy,0) far vi en vektor w = (0,0, uyvy — vzuy) dir z-
komponenten dr dubbelt sa stor som arean pa triangeln som u och v spédnner upp
(Figur 1). Tecknet pa z-komponeneten kommer att markera om vinkeln mellan «
och v &r positiv eller negativ.
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Figur 1: Vektorerna u = (4,2) och v = (2,3). A=0.5(4-3—-2-2)=4

Resonemanget gar att generalisera till n dimensioner och arean for hypertri-
angeln som vektorerna ui, us, ... u, Spanner upp blir
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Figur 2: Berdkning av arean mha (a) trianglar utgaende fran origo. (b)
parallellogram under polygonens kanter (Greens formel)

vilket ar vad vi brukar kalla fér volym nér n = 3.

2 Polygonarea

Nu kan vi anvinda var nyvunna kunskap om vektorer for att berdkna arean av en
godtycklig, enkel, polygon. Givet en ordnad méngd koordinater (z;,y;) for polygo-
nens n st horn blir arean lika med summan av alla trianglar som spénns upp av
vektorerna (x;,y;) och (xj,y;) dir j = (i + 1) mod n (Figur 2a). (Vi uteldmnar
z-koordinaterna av praktiska skil.)

n—1

1 . .
A= 5;;“% xull, j=(i+1)modn

Arean pa trianglarna vi lagger till kommer att fa olika tecken beroende pa om vi
Ar pa bak- eller framsidan av polygonen fran origo sett. Detta gor att den yta vi
eventuellt lagt till extra pa vigen bakom polygonen dras av igen nér vi gar forbi at
andra hallet pa framsidan. Tecknet pa den totala arean kommer att bli positiv om
polygonens horn dr givna i moturs ordning och negativ om dom &r givna i medurs
ordning.

Ett annat sétt att berdkna polygonens area ar att anviinda Greens formel. Vi
berdknar arean mellan alla linjesegment och z-axeln (Figur 2b). Beroende pa om
x; dr storre eller mindre én x; kommer vi att fa ett positivt eller negativt bidrag
till arean. Detta gor att kanter pa undersidan av polygonen bidrar med areor av
motsatt tecken mot kanter pa ovansidan.

1= o
=§Zyz+yg —a;), j=(i+1)modn
=0

Aven hir kommer tecknet pa arean aterspegla om hérnen dr givna i negativ eller
positiv ordning.

Om polygonens horn har heltalskoordinater kan vi &ven berékna dess area med
hjélp av Picks sats genom att rikna antalet heltalspunkter som ligger inuti polygo-
nen, I, och antalet punkter som ligger pa randen till polygonen, R. Arean blir nu
A=1T+ %R — 1. Mer anvéndbart &dr antagligen omvéndningen av sambandet, att
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Figur 3: Areorna area(p1,p2,q1) och area(py,p2,q2) dr bada mindre &n noll
dvs punkterna g och g9 ligger pa samma sida om L. Arean area(p1, p2,q4)
déremot Ar positiv och ligger mao pa andra sidan L jamfort med ¢ och ¢s.
Arean area(p1, pe,q3) dr lika med noll och g3 ligger alltsa pa L.

kunna rikna ut hur manga heltalspunkter som ligger inuti en polygon utifran dess
area.

3 Pa samma sida av linjen?

For att undersoka om tva punkter ligger pa samma sida om en linje kan vi anvinda
vart uttryck fér polygonareor. Antag att vi har en linje L bestdmd av tva punkter
p1 och py och tva punkter ¢; och g2 som vi vill underséka om dom ligger pa samma
sida om L (Figur 3). Vi berdknar arean av triangeln p1pagi och triangeln pipago.
Om areorna har samma tecken ligger punkterna pa samma sida om linjen.

Pa samma sétt kan vi enkelt kontrollera om tre punkter py, pe och ps ligger
pa linje genom att beridkna arean av triangeln pipsps. Om arean dr noll ligger
punkterna antingen pa samma linje eller sa dr p; = po = p3 och punkterna ligger
pa alla linjer som gar igenom dom.

Ett nagot mer invecklat problem som kan losas med samma metod &r att
bestdmma om tva dndliga linjesegment skéiir varandra eller inte. Antag att py, po
respektive ¢, ¢ dr &ndpunkter pa linjesegmenten L, och L, (Figur 4). Om p; in-
te ligger pa samma sida av L, som pp och ¢; inte ligger pa samma sida av L,
som ¢o skir segmenten med sidkerhet varandra (punkter pa linjerna ligger inte pa
nagon sida av dom). I specialfallet att alla punkter ligger pa samma linje maste vi
kontrollera om segmenten Gverlappar varandra eller inte. For att gora det kan vi
kontrollera om nagon av punkterna ¢; eller go ligger mellan p; och p, eller nagon
av punkterna p; eller po ligger mellan ¢; och ¢o. I det forsta fallet dr detta sant om
bada olikheterna ||p2 — p1]| > ||p1 — ¢;i|| och ||p2 — p1]| > ||p2 — ¢ dr uppfyllda och
det andra fallet helt analogt.

4 Inuti polygonen?

Om vi vill kontrollera om en punkt p ligger inuti eller utanfor en polygon finns det
ett par olika tillviigagangssitt (Figur 5). Kalla hérnen i polygonen for o, g1, . . . ¢n—1
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Figur 4: (a) Segmenten skér varandra, area(pi,p2,q1) och area(pi,p2,q2)
har skilda tecken och area(qi, g2, p1) och area(qi, g2, p2) har skilda tecken.
(b) Har &r visserligen area(p1,p2,q1) = 0 men area(pi, p2,q2) # 0. Sa seg-
menten skér fortfarande varandra. (¢) Tva av specialfallen dér alla punkter
ligger pa samma linje.

Figur 5: (a) Punkten ligger inuti polygonen, summan av vinklarna mellan
tva pa varandra foljande horn &r 27 (b) Punkten ligger utanfor polygonen
och summan av vinklarna &r 0.

och berdkna summan av vinklarna mellan g¢; och ¢; med spets i p dér j = (i +
1) mod n.

n
> angle(q; — p,q; — p)
=0

Om punkten ligger inuti polygonen kommer linjen pg; att ha svept ett helt varv
runt p nér vi kommer tillbaks till hornet vi startade i och summan blir £27. Ligger
punkten ddremot utanfér polygonen kommer linjen att géra en svepande rorelse lika
mycket medurs som moturs och summan blir 0. Om p, ¢; och g¢; ligger pa samma
linje maste vi vara lite forsiktiga. Ar skalirprodukten (g; — p, g; —p) < 0 sa ligger
p pa randen till polygonen. Annars kan vi sitta vinkeln mellan ¢; och g; till 0 och
fortsétta som vanligt.

Ett annat sétt att se om en punkt ligger inuti en polygon &r att dra en linje
fran punkten parallellt med z-axeln bort mot oédndligheten och rikna hur manga av
polygonens segment ¢;¢; som linjen korsar (Figur 6). Ar det ett jamnt antal s ligger
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Figur 6: p; har 2 passager, en for varje &ndpunkt pa sidosegmenten (det
horisontella segmentet riknas inte), po har en enkel passage, ps har 5 passa-
ger, tva i varje spets och en i sidosegment. For p4 kommer endast den forsta
passagen riknas och for ps kommer ingen passage att riknas.

punkten utanfor polygonen och &r det ett udda antal sa ligger den inuti. Har kan det
uppsta problem om linjen rakar ga precis genom ett hérn ¢; eller sammanfaller med
ett segment ¢;q;. For att komma till rdtta med dessa fall ignorerar vi horisontella
kanter och rédknar bara den &ndpunkt med storst y-koordinat som tillhérandes varje
segment.

5 Konvext holje

Givet en méngd med n st punkter kan vi med hjidlp av en Graham scan i tid
O(nlogn) hitta den minsta konvexa polygon som omsluter alla punkter. Bérja
med att hitta den punkt py som har minst y-koordinat. Om det &r fler &n en sa
ta den med minst xz-koordinat. Sortera sedan punkterna med avseende pa vinkeln
angle(&, p; —po). Om tva punkter ligger pa samma linje relativt po sa bestdmmer vi
att den som ligger ndrmst py ska sorteras forst. Det vi vill astadkomma &r en rand
som precis innesluter alla punkter och hela tiden ”svinger at vinster”. Det kan vi
nu avgora om den gor genom att titta pa arean av triangeln p;_op;_1p;. Blir den
ickepositiv har vi inte svingt at vinster och punkten p;_; kan férkastas. Uttryckt
i algoritmform skulle det kunna se ut som Algoritm 1.
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Algoritm 1:

Input: En punktméngd med ett minsta konvext holje med

area storre dn noll.

Output: Det minsta konvexa holjet till punktméngden.
CONVEXHULL(pointSet)

p2 «— pointSet. FINDLOWESTY (). FINDLOWESTX()
stack.PUSH(p2)

queue «— pointSet.SORTBY ANGLEANDDISTANCE().TOQUEUE()
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p1 «— queue.POLL()

while AREA(po, p1, queue. PEEK()) = 0
p1 «— queue.POLL()

stack.PUSH(p1)
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while not queue. EMPTY ()

po — queue.POLL()

while AREA(p2, p1,po) <0
p1 < Dp2
p2 «— stack.POP()

stack.PUSH(p2)

b2 —p1
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stack.PUSH(p2)
stack.PUSH(p1)
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return stack.TOPOLYGON()

6 Niarmsta par av punkter

Om vi vill hitta dom tva punkter i en punktméngd i planet som ligger ndrmst
varandra kan vi gbra pa foljande sétt. Sortera punkterna efter deras x-koordinat
och dela upp méngden sa att hélften av punkterna hamnar i den vinstra delen
och hilften i den hogra. Upprepa rekursivt tills sidorna bara innehaller en enda
punkt. Eftersom punkten nu &r ensam séger vi att det minsta avstandet mellan tva
punkter i delméngden &r oéndligt.
Nér vi nu tar ett steg upp i rekursionen passar vi pa att "merga” ihop punktméngderna

i de bada delarna sa att punkterna blir sorterade efter deras y-koordinat. Sedan gar
vi igenom méngden vi far och plockar ut de punkter som ligger pa avstand hogst
d = min(dymin, digmin ) fran delningslinjen (det minsta avstandet mellan tva punk-
ter i viinster respektive hoger del). Det smarta dr att vi nu fér varje av de utvalda
punkterna bara behover kontrollera avstandet till de sju direkt féljande punkterna
(sorterade efter y-koordinat). Om det ska finns nagon punkt som ligger nérmre &n
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Figur 7: Har ser vi ett steg i algoritmen. Horn 0,1,2 och 5 ligger pa stacken,
6 och 7 hinger i luften och vi har tagit 8 fran kon. Eftersom vi just sviangt
at hoger kommer 7 att kastas och 5 plockas upp fran stacken igen.

d fran punkten vi tittar pa maste den ligga pa andra sidan delningslinjen och den
maste dessutom ligga inuti en kvadrat med sidan d och i den far det plats hogst fyra
punkter med inbordes avstand minst d. Pa samma sétt kan det finnas ytterligare
tre punkter i en likadan kvadrat pa samma sida av delningslinjen som punkten vi
tittar pa ligger. Alltsa totalt sju punkter direkt f6ljande i y-ordning.

Sedan dr det bara att fortsdtta upp i rekursionstridet och hitta varje dv gmin
och jimféra med dy min och dgmin. Algoritm 2 beskriver idén. Det tar O(n logn) tid
att sortera punkterna efter deras x-koordinat. Tiden, T'(n), for ett anrop till D&C
med en instans av storlek n dr O(n) + 27 (n/2) vilket ger att T'(n) € O(nlogn).
Totalt blir komplexiteten alltsa O(nlogn).
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Input: En punktméngd.

Output: Dom tva punkter som ligger nérmst varandra samt
avstandet mellan dom.

CLOSESTPAIR (pointSet)

(1)  p1 < null

(2)  p2+ null
(3)  pointSet.SORTBYX()
(4) [mindist, null] «— D&C(pointSet)
(5)  return [mindist,p;, pa]
D&C(set)
(1) if set.size() =1
(2) return [oco, set]
(3)
(4) [dy,S1] « D&C(set.LOWERHALF())
(5)  [da,S2] «— D&C(set.upPERHALF())
(6) d «— MIN(dy, d2)
(7) S «— MERGEBYY (S, S2)
(8)
(9)  m «— (set.LOWERHALF().MAXX()+set.UPPERHALF().MINX())/2
(10) T—{p:peSAm—d<px<m+d}
(11)
(12) for i =1 to MAX(T.s1ZE()—T7, 1)
(13) for j = i+1 to MAX(i+7, T.S1ZE())
(14) if DIST(p;s,pj) < d
(15) P14 Di
(16) P2 < pj
(17) d DIST(pi,pj)
(18)
(19) return [d, s]

Om de n st punkterna dr jimnt férdelade 6ver ett delomrade av planet kan
vi istdllet dela in omradet i ©(n) st lika stora kvadrater. Da far vi i genomsnitt
en punkt per kvadrat. Sedan kontrollerar vi vad det minsta avstandet mellan tva
punkter i samma kvadrat dr. Vi maste dven kontrollera vad det minsta avstandet
mellan tva punkter fran olika kvadrater dr. Eftersom punkterna &r jamnt férdelade
vet vi att det minsta avstandet hogst kan vara i storleksordningen av diagonalen pa
vara sma kvadrater. Da riacker det att for varje punkt kontrollera avstandet till dom
punkter som ligger i de 20 st nirmsta kvadraterna. Vi har ©(n) st kvadrater och
eftersom det &r ett konstant antal punkter i varje kvadrat kommer det att krivas
konstant tid att ga igenom varje kvadrat. Totalt kommer algoritmen alltsa att ta

O(n) tid.



