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1 Bakgrund

Totalsokning ar en metod for kombinatoriska optimeringsproblem med vilken man
alltid far en optimal 16sning. Det gar att representera en totalstkning grafiskt med
ett sé& kallat soktrad. Lat en specifik f6ljd av val kallas for ett tillstand i totalsékning-
en och lat varje sadant tillstand representeras av en nod i soktradet. Starttillstan-
det, roten i soktradet, motsvaras av den tomma féljden. Lat dessutom Gvergangar
mellan olika tillstand, alltsa de olika valmdjligheterna, motsvaras av kanter mellan
soktriadets noder. Tyvérr tar det ofta orimligt lang tid att undersoka alla 16snings-
forslag, eftersom soktradet latt blir mycket stort. Lyckligtvis kan man ibland ta
till kombinatorisk sokning, vilket &r ett antal metoder for att beskéra och foréndra
soktrad pa olika sétt.

Virt att tdnka pa ndr man arbetar med kombinatorisk sékning &r att det ofta
ar implementationen som avgor om ens losning &r effektiv nog, till skillnad fran
16sningar baserade pa till exempel dynamisk programmering, dér det &r den valda
algoritmen som spelar storst roll.

Har man verkligen nagon anvindning av kombinatorisk s6kning? Dynamisk
programmering, dekomposition och giriga algoritmer &r att foredra framfér kombi-
natorisk sokning, men tyvarr gar inte dessa metoder att applicera pa alla problem.

1.1 Exempel: Pentatris

I pusslet Pentatris ska tva rektanguldra ramar fyllas i med hjilp av tolv unika
pusselbitar. Pusselbitarna, som far roteras och vindas fritt, &r vardera fem rutor
stora och kan tillsammans precis fylla ut de 60 rutorna som rektanglarna bestar
av. Vid en forsta anblick kan pusslet se trivialt ut, men efter ett par misslyckade
forsok inser man att pusslet ar klurigt. Da den forsta rektangeln fyllts i, vilket ofta
gar smartfritt, upptéicks i de flesta fall att resterande bitar inte gar att placera ut
s& att den andra rektangeln blir fylld.
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Rektanglarna och pusselbitarna i Pentatris

For att 16sa pusslet totalsoker man genom att testa alla mojliga positioner
och rotationer for varje pusselbit. Alla bitar har atta rotationer eftersom det &r
tillatet att vinda pa pusselbitar, men for vissa bitar kommer nagra av dessa att
vara likadana. Det ar till exempel ingen idé att rotera eller vinda pusselbiten som
ser ut som ett kors.

Borja med att dela upp pusselbitarna i tva hogar, vilket kan goras pa (162) sétt.
Fixera en av pusselbitarna till en viss rektangel for att undvika att forsoka losa
samma uppdelning tva ganger, dir enda skillnaden ar att rektanglarna bytt plats.
Det giller dven att en startbiten i varje rektangel bara har hogst tva olika relevanta
rotationer, oavsett bit, da resterande kan fas genom att vrida och spegla rektangeln.

For att effektivt kunna placera ut pusselbitar kan varje rektangel representeras
med en foljd av 30 bitar. Lat de forsta sex bitarna motsvara rektangelns Gversta
rad, nésta sex bitar rektangelns nést O6versta rad och sa vidare. En bit satt till
1 betyder att motsvarande position i rektangeln ar tackt av nagon pusselbit. Lat
dven varje tdnkbar position och rotation av en pusselbit representeras pa detta sétt.
Med bitoperationen & kan man da kontrollera om en pusselbit kan placeras pa en
position, med addition kan man ldgga en pusselbit och med subtraktion kan man
ta bort en pusselbit.

En tédnkbar optimering &r att i samband med utplaceringen av en pusselbit
understka om pusselbiten gav upphov till en isolerad region vars storlek inte &r
delbar med fem. Om en sadan region uppstod vet man att det inte &r 16nt att
fortsdtta med forsoket, eftersom det aldrig kommer ga att fylla en sadan region
med enbart pusselbitar av storlek fem.

2 Meet-in-the-middle

Ett soktrid med tva alternativ pa varje niva och d nivaer kommer ha 2¢ tinkbara
slutnoder. Utgar man fran slutnoden kommer det istillet att finnas 2¢ mojliga
startnoder. Ifall man pa forhand har kéinnedom om startnod och slutnod, ar det
tdnkbart att arbeta sig igenom de tva soktrdden till hélften, for att sedan sitta
ihop delresultaten till en global 16sning. Detta medfor att exponenten d halveras,
det vill sdga soktriddets storlek reduceras till kvadratroten av den ursprungliga
storleken. For att detta ska lona sig markant krévs dock att det gar att kombinera
delresultaten pa ett effektivt sétt. Denna metod kallas, intuitivt nog, for meet-in-
the-maiddle.
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Soktrad for sokning fran startnod samt soktriad for sékning fran slutnod

jik }ar
Y }ar2

Soktrad for meet-in-the-middle

2.1 Exempel: Maximalt stoldgods

En tjuv vill maximera virdet av sakerna han stjil, givet att han inte kan bara hur
mycket som helst. Vilka saker ska han stjédla? Varje sak ¢ har ett virde v; och en vikt
¢;, och tjuven kan bara bira saker med sammanlagd vikt C eller mindre. Dessutom
géller olikheten n+2-log, V' < 75, dar n ar antalet saker och V' deras sammanlagda
varde.

Detta ar inget annat &n kappsécksproblemet, vilket ar ett NP-fullstdndigt pro-
blem. Om det finns méanga saker att stjéila blir totalsékning for langsam, och om
sakerna har hoga virden kommer dynamisk programmering inte att vara effektivt,
eftersom det inte finns ndgon 6vre grins pa vad kapaciteten C' kan vara i varsta fall.
Det extra villkoret sdger dock att om det finns manga saker kommer dessa ha laga
viarden, medan om det enbart finns ett fatal saker kommer dessa i sin tur ha hoga
viarden. Tidskomplexiteten for en 16sning baserad pa dynamisk programmering ar
O(n - V). Anvinds istéllet totalsokning blir tidskomplexiteten O(n - 2™). Virsta
tdnkbara indata kommer uppfylla V' = 27, vilket i sin tur innebér att n < 25. Da
n = 25 tar det alltsa lite vél lang tid for en totalsdkning eller en 16sning baserad pa
dynamisk programmering (det blir i storleksordningen 10° operationer). Men som
tur ar kan meet-in-the-middle tillimpas for att snabba upp totalsékningen.

Problemet 16ses i tva etapper. Forst bestimmer man vad man ska géra med de
n/2 forsta elementen, vilket ger 27/2 mojligheter. Dérefter bestiams for resterande
hiilften saker huruvida de ska ingd i stoldgodset eller inte, vilket ocksa ger 27/2
mojligheter. Sedan géller det att para ihop de tva delresultaten till ett globalt
maximum, men det géller att se upp! Férsoker man para ihop alla mojligheter fran
forsta etappen med alla mojligheter fran andra etappen fas ater igen 2" mdojligheter.
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En béttre plan dr att sortera delresultaten i den forsta etappen efter stigande
vikt. Alla delresultat (v;,w;) som viger mer men #r virt mindre &n nagot annat
delresultat (v;,w;), alltsd w; > wj,v; < vj;, tas bort eftersom dessa aldrig kan
ingd i en optimal 16sning. For varje mojlighet i den andra etappen bindrsoker man
sedan bland de kvarvarande mojligheterna fran forsta etappen och sparar undan
den hittills bdsta kombinationen. Till slut fas en optimal 16sning. Tidskomplexiteten
for denna metod blir O(n - 27/2).

Med en ny tidskomplexitet for totalstkningen, kommer vérsta tdnkbara indata
istéllet att uppfylla V = 27/2. Detta leder i sin tur till att n < 37,5, vilket av-
rundat blir 38. Detta dr acceptabelt eftersom vi har halverat exponentens storlek
(storleksordningen 107 operationer).

3 Branch-and-bound

Da ett soktriad traverseras kan det vara lonsamt att stanna upp och underséka om
det verkligen &r vart att fortsdtta soka langre ner i det aktuella deltradet. Ifall det
langt upp i soktriadet gar att uppticka ofruktsamma grenar, kan soktiden forkortas
markant genom att man helt enkelt struntar i dessa grenar. Denna metod gar under
namnet branch-and-bound.

For att kunna tillimpa branch-and-bound méaste man halla reda pa bésta 10s-
ningen hittills, samt ha mojlighet att pa ett latt sdtt kontrollera om en gren kan
innehéalla en béttre 16sning. Anvindandet av Branch-and-bound kan anpassas till
olika problem. Till exempel kan det finnas val som har hég sannolikhet att leda till
fruktlosa deltrad. For att tidigt beskdra soktréadet bor dessa val placeras hogt upp.

3.1 Exempel: Teckenavkodning

Hur réknar man ut ett matematiskt uttryck dér en del siffror ersatts av bokstéaver?
I ett teckenavkodningsproblem skall man givet ett sadant uttryck, till exempel
CA = AB + 6C, tilldela varje bokstav en siffra s& att uttrycket stdmmer och
vansterledet s litet som mojligt. Varje sddant uttryck kommer innehalla hogst fem
tal, varav exakt ett star i vansterledet. Inget tal kan borja pa siffran 0. I exemplet
ovan utgor C «— 8, A <« 1 och B < 3 en optimal 16sning.

Ett naivt sitt att 16sa problemet ar att prova alla olika kombinationer av till-
delningar av siffror, och sedan vilja den kombination som gav lagst resultat. Detta
kan dock ta orimligt lang tid. Ett béattre sitt att angripa problemet &r att forst
skriva om uttrycket pa formen 0 = Ty + T5 £ T3 + Ty — Ty dér tecknen framfor
Ty till Ty &r samma som i det ursprungliga uttrycket. Eftersom det ar T som ska
minimeras ar det naturligt att prioritera att bokstéverna som ingar dari far laga
viarden. Ju mer signifikant en bokstav ar, desto viktigare dr det att den minimeras.

For att 16sa problemet adderar man alla tecken i varje position for sig. Lat
position i vara den mest signifikanta positionen, position 1 den minst signifikanta,
och lat ¢; = cg = 0. Summan av alla tecken pa position k samt ett tal c;_; ska bli
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10 - ¢g. Talet ¢ ar den si kallade carryn (minnessiffran) som fas vid additionen av
de tecken pa position k, och alla dessa ligger mellan -3 och 3.

Bérja pa position i och tilldela alla tecken som férekommer pé denna position
varden s& att kraven dr uppfyllda. Rdkna ut vad ¢;_; maéste vara; ligger ¢;_1 inom
det tillatna intervallet s& upprepa proceduren for nésta position, annars testar man
en annan tilldelning. De mdjliga foljderna av tilldelningar bygger upp ett soktrad
och i de flesta fall upptédcker man tidigt in i processen att det inte gar att tillde-
la de aktuella tecknen sddana vérden att kraven uppfylls. Man utnyttjar i dessa
fall branch-and-bound och konstaterar att det &r hopplost att fortsdtta med den
aktuella tilldelningen.

Alla de tilldelningar som uppfyller kraven i samtliga steg ger korrekta uttryck.
Vill man hitta den tilldelning som minimerar vénsterledet i ursprungsuttrycket
maéste man istdllet borja med att fixera det mest signifikanta tecknet i vinsterledet
till 1agsta mojliga vardet, och darefter kolla om uttrycket gar att 16sa. Nar lagsta
mojliga vardet hittats for detta tecken, gar man vidare och fixerar det nést mest
signifikanta tecknet, och sa vidare. Véansterledet blir da garanterat sa litet som
mojligt.

Teckenavkodningsproblemet finns pd KATTIS under titeln decoding, for den
som ar intresserad av att implementera och testa en l6sning.

4 Sokning med hjilp av heuristiker

Heuristisk s6kning innebér att man traverserar ett soktrad med hjilp av en heu-
ristisk funktion. Att expandera ett av soktridets 16v innebdr att man utgar fran
den f6ljd av val 16vet motsvarar och utokar den foljden med ytterligare ett val. Vid
traversering av soktrad vill man gérna undvika att expandera en massa 16v forgé-
ves, och den heuristiska funktionens uppgift ar just att hjilpa till med att vélja det
16v som bor expanderas i ndsta steg. For att klara av den uppgiften skattar den
heuristiska funktionen i varje soksteg avstandet kvar till nagot mal.

Exakt vilken heuristik som anvénds beror pa vilken typ av problem det géller.
Gemensamt ar dock att det dr viktigt att ingen heuristik dverskattar avstandet kvar
till ndgot mal, eftersom man d& kan missa tédnkbara optimala 16sningar. For att det
ska 16na sig att anvinda heuristisk sokning géller det allmént att den heuristiska
funktionen bor vara lattberdknad och att skattningen &r nagorlunda néra det sanna
vardet.
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4.1 Best-first-search

Ett sdtt att utnyttja heuristisk sokning ar att hela tiden expandera det 16v som
dr bést enligt den anvinda heuristiken. Ett exempel pa en algoritm som utnyttjar
best-first-search dr A* som anvénder sig av foljande heuristiska funktion: f(u) =
g(u) + h(u), dir g(u) &r en Sverskattning av avsténdet fran startnoden till den
aktuella noden u, och dér h(u) &r en underskattning av kortaste avstandet fran u
till ndgot slutméal. I A* viljer vi i varje steg att expandera den nod u med lagst

f(w).
Algoritm 1: A*
Input: En startnod.
Output: Huruvida det finns en 16sning eller inte.

markera y besokt

Q — QU {y}

return failure

A*(startnod)

(1) Q — {startnod}

(2)  while Q # 0

(3) hitta den nod u € @) som har lagst f(u)
@) Qe Q\{u}

(5) if isGoal(u)

(6) process(u)

(7) return success

(8) else

9) L «— getChildren(u)
(10 foreach y € L

(11 if y obesokt

(

(

(

—_
[\
— — — — —

4.2 IDA¥*

IDA* &r en vidareutveckling av A*, men som i varje steg bara soker pé ett bestamt
sokdjup. IDA* &r en variant av IDS (Iterative Deepening Search) dir man istéillet
for att soka iterativt pa djupen d (d = 0,1,2,...) séker pd de djup dér det kan
finnas en slutnod. Ifall man vet att slutnoden i den kortaste 16sningen ligger pa
nivd minst tre, finns ingen anledning att sOka pa de tidigare nivéerna. Samma
heuristiska funktion h(u) som anviénds i A*, en underskattning av avstandet kvar
till nagot slutmal fran w, utnyttjas har for att bestdmma nésta niva att soka pa.
Vildigt onskvért ar att h(u) = 0 < isGoal(u).
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Algoritm 2: IDA*

Input: Startnod, startdjup samt maximalt sckdjup.
Output: Om det finns en 16sning mellan startdjupet och
maxdjupet, returneras det djup denna l6sning finns pa. I an-
nat fall returneras nytt maxdjup.

IDA*(u, level, bound)

(1) if h(u) =0

Ne)

W «— getChildren(u)
foreach w e W
(OK,b) «— IDA*(w, level + 1, bound)
if OK then return (true, b)
else m « min(m,b)
return (false, m)

—

2) process(u)
3) return (true, level)
4)  else if level + h(u) > bound
5) return (false, level + h(u))
6) else
7) m «— 0o

) OK « false

)

0

1

—_

—
w

e e R e N R R N R i e R
— o
[\v)

NSNS ANED N’

For att anropa IDA* anvinds foljande bit pseudokod:

(1) b < h(start)

(2) found « false

(3) while ! found

(4) (found, b) «— IDA*(start,0,D)

4.3 Exempel: Femtonspelet

Femtonspelet bestar av en sexton rutor stor kvadratisk ram innehéallandes femton
brickor, vardera en ruta stor, numrerade fran 1 till 15. En ruta i ramen ar saledes
alltid tom. Malet med spelet ar att genom brickférflyttningar fa brickorna i sorterad
ordning, det vill sdga sa att 6versta raden i ramen bestar av brickorna med siffrorna
1, 2, 3 respektive 4 (i den ordningen), och s vidare. Brickorna far inte lyftas bort
fran ramen, utan den enda tillatna forflyttningen i varje steg ar att skjuta en av de
brickor som angransar till den tomma rutan.

Vill man inte 16sa problemet for hand s& gar det till exempel att anvanda IDA*
for att, givet ett startlige, fa reda pa forflyttningarna som leder till den sékta
brickordningen (om det finns en sddan f6ljd forflyttningar). En tdnkbar heuristisk
funktion ar da h(bride) = Zil dist(bricka 4, position 7), dir avstandsfunktionen
ar manhattanavstandet mellan tva positioner. Denna funktion uppfyller att A = 0
om och endast om alla brickor dr pa rédtt plats. Funktionen ar dessutom véaldigt
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snabberédknad om vérdet i foregdende steg sparas undan, eftersom forandringen av
virdet enbart beror péa den flyttade brickans foregiende och nuvarande position (om
brickan flyttades ett steg ndrmare sin ratta position dr det nya virdet det gamla
vardet minus ett och i annat fall det gamla virdet plus ett). IDA* kommer da hitta
den kortaste losningen, och process(u) stér for utskriften.

Bradet kan lampligtvis representeras med hjilp av en vanlig matris. Haller man
reda pa positionen for den tomma rutan gar det snabbt att uppdatera tillstandet
for bradet efter en forflyttning genom att byta plats pa viardena i tva matriselement.
Ifall man haller reda péa de bradtillstdnd man redan bestkt gar det dessutom att
undvika att flytta brickorna tillbaka till nagot av dessa tillstand. Det &r dock inte
garanterat att detta lonar sig effektivitetsméssigt, men det kan vara smart att se till
man atminstone inte hoppar tillbaka till det ndrmast féregaende tillstandet, vilket
snabbt gar att kontrollera och knappt kriaver nagot extra minne.



