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Denna foreldsning handlade om berdkningar med flyttal och stora heltal.

1 Flyttalsaritmetik

Lat oss betrakta tva exempel dar flyttal inte beter sig som man tror.

Exempel 1: Avrundning

double x = 0.29;
int y = (int) (100 * x);
printf ("%d4d", y);

Utdata fran programmet ovan blir 28 istéllet for 29.

Exempel 2: Jamforelse

for (double x = 0.0; x !'= 1.0; x += 0.1)
printf ("Hello World\n");

Loopen kommer att koras odndligt manga ganger eftersom termineringsvillkoret

aldrig uppfylls.

1.1 Flyttalsrepresentation

Orsaken till att de mérkliga fenomenen uppstar i exemplen ovan dr att man i all-
ménhet inte kan representera reella tal exakt med dndligt mycket minne. I exemplen
anvands primitiva datatyper vars precision ér begrénsad. Vi skall titta ndrmare pa

hur flyttal representeras i minnet.

1.1.1 IEEE Floating Point Representation
Ett flyttal 2 representeras pa foljande sitt enligt IEEE standarden: = S - M - 2%,

dér:
S = Teckenbit € {0,1}
M = Mantissa (siffrorna i talet)
E = Exponent (storleken pa talet)
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Typ Teckenbit Mantissa Exponent Storlek
float 1 24 8 32
double 1 53 11 64

long double! 1 113 15 1282

Tabell 1: Antal bitar for S, M och E for olika flyttalstyper.

1.1.2 Flyttalstyper

Som man kan notera i tabell 1 &r summan av antalet bitar for de respektive typerna
ett storre &n storleken (totala antalet bitar). Detta beror pa att flyttal lagras i en
normaliserad form dér den mest signifikanta biten i mantissan alltid &r satt. Darfor
behover inte denna bit lagras. Om den mest signifikanta biten inte skulle vara satt
sa kan man istéllet representera talet som S - (2- M) - 2E-1.

1.1.3 En narmare titt pa double
Ett flyttal = av typen double representeras pa foljande satt:
T = (_1)3 . (1 + M- 2—52) . 9E—1023

dir S € {0,1},0< M <22 1 < EF <21 —1.
Viirdena E = 0 och E = 2! — 1 ir reserverade for speciella tal. En double diir
E = 0 representerar talet:

(_l)s . (M . 2—52) . 2—1023

Notera att om M = 0 far vi precis 0. En double dir E = 2'! —1 kan representera
odndligheten eller NaN3, se tabell 2.

Exponent Mantissa Betydelse

0 0 +0 (beror pa S)

0 #0 Ej normaliserat tal
2047 0 +oo (beror pa S)
2047 #0 NaN (Not a Number)

Tabell 2: Reserverade tal.

For att erhalla oo samt NaN i C++ utan att fa varken kompileringsvarningar eller
fel s& behover man forst inkludera <numeric> och sedan anropa funktionerna:

std: :numeric_limits<double>::infinity()
std: :numeric_limits<double>::quiet_NaN()

I Java 4r motsvarande varden definierade som konstanter i klassen Double och kan
kommas at pa foljande satt:

Double.NEGATIVE_INFINITY
Double.POSITIVE_INFINITY
Double.NaN

'Datatypen finns ej i Java.
2Storleken varierar mellan 80 och 128 bitar beroende pé arkitektur.
3Resultatet av att nigon operation misslyckades. Ex. v/—1, 0.0/0.0, o0 — 0
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1.2  Varfor blir det fel?

Vi skall nu redogéra mer ingaende for varfér de mérkliga fenomenen uppstod i de
tva forsta exemplen samt presentera ett par olika l6sningsforslag.

Exempel 1

Talet 0.29 kan inte representeras exakt med en double. Datorn lagrar da istéllet den
double som ligger nirmast 0.29, vilken rakar vara 0x128 F5C28 F5C28F - 2754 och
som har det ungefirliga virdet 0.28999999999999998. Nar talet sedan multipliceras
med 100 och trunkeras till ett heltal erhaller vi resultatet 28.

Losning
e Lis in talet som "<int>.<int>".
Kan dock bli knepigt att kunna skilja pa tal som t.ex. 5.1 och 5.01.

e Avrunda till ndrmsta heltal.
y = (int) (x * 100 + 0.5)

Detta fungerar sa lange x inte dr for stort (men i sddant fall s beh6ver man
anda en storre datatyp for y).

Exempel 2

Talet 0.1 kan inte heller representeras exakt med en double. Men det kan daremot
1. Detta betyder att efter 10 iterationer i for-loopen sa kommer inte variabeln x
att anta exakt virdet 1 (men néstan). Termineringskriteriet kommer alltsd aldrig
att uppfyllas.

Lésning

Anvind ej strikt jimforelse (==) for att kontrollera likhet mellan tva flyttal a och
b, ty a och b &r séllan exakt lika. I detta fall lampar det sig béattre att underscka
om talen &r véldigt néra varandra.

Tva metoder man kan tillimpa for att jamfora flyttal pa ar:

e Absolutfel:
Vi definierar a och b som lika i absolut beméarkelse:

aZbomla—bl<e
och a ar mindre &n b:
abs abs
a<boma#bocha<hb

o Relativfel:
Vi definierar a och b som lika i relativ bemérkelse:
a=bom la—bl<e-(la|+ b))

och a &r mindre an b:

rel

ar<db0ma7ébocha<b
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Absolutfel fungerar daligt for mycket stora tal eftersom differensen mellan talen
kan vara stor trots att den relativt sett &r obetydlig. Relativfel fungerar daligt for
sma tal av motsvarande skil. Vill man vara helt siker s& kan man anvinda bada
metoder. D& géller:

komb

a" 2" bhomaZbeller a2 b

komb komb

a < boma # bocha<b

Vilket viarde man skall vilja pa e varierar fran fall till fall, men ett virde mellan
10=7 och 10~ riicker for de flesta tillimpningar.

1.3 float vs. double

I de flesta tilldmpningar dér man behover anvinda flyttal sa bor man vilja double.
Det ger betydligt hogre precision dn float och har visentligen samma prestanda.
float kan dock vara anvéindbar om man har ont om minne, eller om avrundningsfel
inte har nagon betydelse, som t.ex. i datorgrafiksammanhang.

Om man behover godtycklig precision sa kan man anvinda sig av biblioteket
GMP* for C++ eller klassen Biglnteger i Java.

1.4 Exempel pa nir flyttal ar att foredra framfor heltal.

Finn y = /z,1 < 2 < 1040 givet att y #r ett heltal. Observera att x dr for stort for
att kunna lagras i en heltalstyp.

Lésning

1. Lés in « som en double for erhalla approximationen X ~ z - (1 +¢€) dér
€~ 10715,

2. Lat Y = pow(X,0.25) vara en approximation av y.

3. Lat svaret vara Y avrundat till ndrmaste heltal.

1.4.1 Analys av precision

Lat oss analysera hur stort fel Y kan ha.

Y = pow(X,0.25)

z(l:l:e)-X%

=(1+e¢) €

n (1 €) - (20
—(1te) y. et
~(lte)- (1 e-In(y)) -y

Q

y+y-e- (1+In(y))

“GNU Multiple Precision Arithmetic Library, http://gmplib.org/
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I tredje sista steget utnyttjade vi likheten lnff) = In(y), och i nist sista steget
utnyttjade vi att e*® ~ 1+ §, for sma virden pa. d.
Vi far slutligen ett fel i var berékning som ar |Y —y| = y-e- (1 +1n(y)) ~

2-107* < 0.5, vilket &r vad som krivs for att fa korrekt svar efter avrundning.

1.5 Mer information

Mer utforlig information om flyttalshantering finns att ldsa i féljande artikel:

http://docs.sun.com/source/806-3568/ncg_goldberg.html

2 Heltalsaritmetik

2.1 Floor och ceil

Givet x € R definieras:
|z] = floor(x) som det storsta heltal mindre &n eller lika med x.
[2] = ceil(x) som det minsta heltal storre dn eller lika med x.

S S 6
5.3 5 6
=07 -1 0

Tabell 3: Exempel pa floor och ceil

2.1.1 Operationer

Givet x € R och n,m € Z géller f6ljande:

zl=n & n<z<n+l
zl=n & n—-1l<z<n
—lz] = [-=]
—[z] = [-=]
lx+n] = |z]£n
[t+xn] = [z]£n
I L

2.1.2 Att berdkna || och [X]
Det enklaste séttet att berdkna | ™ | och [ L] &r att forst berdkna = som en double
och sedan anvénda sig av floor och ceil. Detta kommer att fungera s& lange inte
talen blir véldigt stora da vi riskerar att fa avrundningsfel.

Dessa berdkningar kan goras pa ett mer precist sétt. Idéen &r att anvinda
identiteterna ovan till att reducera alla fall till || med n,m > 0, vilket ju precis
motsvaras av heltalsdivision.
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Algoritm 1: Berdkning av ||, ddr n,m € Z
FLOOR-FRACTION(n, m)

1) ifm<0

(2) return FLOOR-FRACTION(—n, —m)
(3) elseif n<0

(4) return —CEIL-FRACTION(—n, m)
(5)  else

(6) return n/m

Algoritm 2: Berdkning av [], ddr n,m € Z
CEIL-FRACTION(n, m)

(1) ifm>0

(2) return FLOOR-FRACTION(n +m — 1, m)

(3) else

(4) return FLOOR-FRACTION(—n —m — 1, —m)

2.1.3 Exempel pa tillimpning

Kattisproblemet Rare FEasy Problem® kan 16sas pa ett enkelt sitt med hjilp av floor
och ceil. Problemet gar ut pa att hitta NV givet K = N — M, dar M &r N med sista
siffran borttagen.

Notera att M = [N/10]. Vi vill alltsd bestdmma N si att N — [ N/10] = K.

K = N-—|N/10|
= N+ [-N/10]
= [9N/10]

K—-1 < 9N/I0< K

10(K —1) < 9N < 10K

10K —1)+1 < 9N < 10K

10K/9—1 < N <10K/9
[10K/9] -1 < N < |[10K/9]

Dér vi anvénder definitionen av ceil, fran 2.1.1, vid 6vergangen fran likhet till olik-
het. Om K é&r delbart med 9 s kommer vi att f& 16sningarna 10K/9 och 10K/9—1,
annars kommer losningen att vara [10K/9].

2.2 Stora heltal

Ibland récker inte de primitiva datatyperna till. Exempelvis vore kryptosystem
som RSA enkla att knécka om man bara anvinde sig av 64-bitars nycklar. I verk-
liga tillampningar anvinder man sig typiskt av fardiga bibliotek som GMP eller

Shttp://kattis.csc.kth.se/problem?id—easy
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BigInteger. Héar ska vi dock titta pa hur man sjilv kan skapa enkla motsvarigheter
vilket man kan vara tvingad till i problemlésningssammanhang.

2.2.1 Representation

Vi kan skriva ett tal = i nagon bas b som:

Tr = xn_lb"_l + Jin_an_2 R l‘QbQ + .Iilb “+ Z9

dir 0 < z; < b. Koeflicienterna lagras exempelvis i en vektor.

2.2.2 Hur viljer vi b7

o b=2F t.ex. 232 eller 264

Effektivt eftersom man utnyttjar minnesutrymmet val vilket innebar att det
blir fa4 x; och darmed fa berdkningar. Att det dessutom &r datorns interna
representation gor att division- och moduloberékningarna i nedanstéaende
algoritmer kan implementeras effektivt med shift- och and-operationer. En
nackdel &r att en inldsning och utskrift i bas 10 blir jobbigt.

e b=10

Enkelt med inldsning, men ineffektivt eftersom b &r sa litet, vilket innebér
att det blir det manga z; och ddrmed gors fler berdkningar och det krévs mer
minne.

o b=104

Vid tillfdllen d& man behover skriva ithop en 16sning snabbt sa ar detta en bra
kompromiss. In- och utlasning blir enkelt och samtidigt utnyttjas minnesut-
rymmet ganska val. For att undvika overflow vid multiplikation sa bor d
viljas sa att 102¢ = b? far plats i den primitiva datatyp man valt for vektorn
[z;]. Om man t.ex. anvinder en 64-bitars heltalstyp s& &r d = 9 ett bra val.

2.2.3 Operationer

Vi antar att talen =,y och z &r representerade som ovan i basen b. Vi ténker oss att
x; = 0 om ¢ > |x|, dir |x| betecknar storleken pa z:s vektor, samma sak giller for
y och z. Notera att dessa algoritmer ar samma som man larde sig i grundskolan.

Algoritm 3: Addition, z +y
ADD(z,y)
carry < 0
n — max(|z|, |y|)
fori—0ton—1
tmp < x; + y; + carry
z; «— tmp mod b
carry «— |tmp/b]
Zp — carry
return z

=W N
S~—

-~

NN N N N N N
co ot
S N N S S S N
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Algoritm 4: Subtraktion, z — y
SUB(z,y)
(1) if x <y

return —SUB(y, z)
borrow «— 0
n — max(|z|, [y|)

=W N

(2)

(3)

(4)

(5) fori—0ton—-1
(6) tmp — x; — y; — borrow
(7) z; < tmp mod b
(8) if tmp <0

9) borrow «— 1
(10) else

(11) borrow < 0
(12) return z

Algoritm 5: Multiplikation, x -y

Ne)

for j«—0tol—1
zj < zj + carry
carry < |z;/b]
zj = zjmod b
2]+ carry
return z

—_

MUL(z,y)
1) z+—0
2) n— |z
3)  me—lyl
4) fori —0ton—-1
5) forj—0tom—1
6) Zij < Zipj + T Yj
7) carry < 0
I Py
)
0
1

AN AN AN AN AN AN N N N S N S N
o

—_ = =
)
—_— = — — —

For varje varv i loopen géller att:

Ziyj = Zitj fran foregaende varv + z; - y; + minnessiffror
< b—1+0b-1)2+b-1
= -1

Det betyder att om vi véljer b sa att b> — 1 ryms i den datatyp som anvéinds si
16per vi ingen risk fér overflow. Algoritmen har tidskomplexitet ©(n?), det finns
dock betydligt snabbare algoritmer for multiplikation av stora tal.®

SKaratsuba ©(n'°%2 %), Fast-Fourier-Transform O(n logn loglogn)
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Algoritm 6: Division (med smé ndmnare)
Input: Heltal x och a, dar a < b

Output: Tupel (|z/a],z mod a)
Div(z,a)

(1) r«<o0

() nelal

(3) fori<—n-—1to0
(4) tmp —b-r+ux;
(5) =< |tmp/al
(6) r «— tmp mod a
(7)  return (z,7)

For att utfora division med stora ndmnare kravs en betydligt krangligare algoritm.

2.2.4 Exponentiering

Antag att vi vill berdkna x¢ for nagra heltal = och e. Den naiva ansatsen &r att gora
e stycken multiplikationer, vilket kan ta lang tid om e dr stort. Det gar att gora
betydligt snabbare. Vi gor observationen att z¢ = z¢ ™4 2. 22L5] och utnyttjar det
till att skapa en algoritm.

Algoritm 7: Berdkning av ¢ genom upprepad kvadrering
SQUARE-AND-MULTIPLY (X, €)

(1)  z+1

(2)  whilee#0

(3) if emod2=1
(4) Ze— 2z x
(5) rTe—zT-T

(6) e |e/2]

(7)  return z

Eftersom e halveras i varje steg s& kommer vi att gora O(log e) multiplikationer.



