Numeriska metoder och grundlaggande programmering —
Laboration 5 — Integration och differentialekvationer

Efter den hdr laborationen skall du kdnna igen problemtyperna randvdrdes- och begynnelsevdrde-
sproblem for ordindra differentialekvationer och kunna l6sa dessa med differensmetoder. Du skall
kunna analysera noggrannhetsordning och bestamma stabilitetsegenskaper bade teoretiskt och expe-
rimentellt.

1 Numerisk integration

Vi onskar berdkna ett integralvirde

b
Hﬂz/fmm

med hjilp av nagon kvadraturformel. De kvadraturformler som behandlas i denna kurs kan alla
skrivas pa formen

M
Iapproz(f) = Zakf('rk)
k=0

dér oy kallas kvadraturvikter och xj kallas kvadraturpunkter. M &r antalet delintervall. Detta ger
att steglingden h = (b —a)/M.

Kom ihdg att alltid borja med att rita integranden, f(x), 6ver integrationsintervallet fér att se hur
f(x) beter sig pa intervallet.

Berdkna foljande integral

I(f) :/_11 Vz + 2dx

(1) exakt med penna och papper. Kalla denna exakta 16sning for I(f).
Los sedan intergralen numeriskt med

(2) trapetsregeln

(3) trapetsregeln och en extrapolation

Undersok hur approximationsfelet (trunkeringsfelet), Ej, beror av steglingden, h, genom att plotta
felen som funktion av steglingderna h = 1/8, 1/16, 1/32, 1/64.

Anvind MATLABs kommando loglog for plottarna. Ligg gérna in referenslinjer i plottarna.
En typ av referenslinje ar att plotta steglingden mot sig sjilv. Anvind &ven andra tédnkbara
referenslinjer.

Uppskatta metodernas noggrannhetsordning, p, med hjilp av dessa plottar. Fér en metods nog-

grannhetsordning géller
|En| = 1I(f) — Lappros (f)| < konstanth®.

d&r Iopproe (f) &r det numeriskt utrdknade integralvirdet med antingen trapetsregeln eller trapets-
regeln och en extrapolation. Ar noggrannhetsordningen den férvantade for respektive fall?
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2 Differentialekvationer

2.1 Begynnelsevardesproblem

Givet ar foljande differentialekvation
d_?i =sin(t) — 2y, y(0)=0, ¢e€][0,20].

I denna deluppgift ska ovanstaende differentialekvation 16sas numeriskt med Eulers framatmetod
och trapetsmetoden. Uppgiften gar ut pa att understka

e hur trunkeringsfelet avtar med steglingden h (for sma virden pa h), dvs noggrannheten

e hur den numeriska 16sningen uppfor sig for ’stora’ h-virden (stabilitet)

(1) Los forst differentialekvationen exakt (analytiskt), dvs med metoder som du lart dig i ma-
tematik. Denna l6sning betecknas y(t).

(2) Dela in tidsintervallet [0,20] i n ekvidistanta steg h. Eulerlosningen i en punkt ¢ betecknas
y(t, h). Skriv ett Matlabprogram som berdknar Eulerlosningarna for n = 100, n = 500 och
n = 1000. Plotta i samma graf den exakta 16sningen y(t) samt de tre Eulerlosningarna.
Plotta &ven i ett loglog-diagram felet |y(20) — y(20, k)| som funktion av h. Vilken ordning
hos Eulers framatmetod kan utlidsas ur diagrammet?

(3) Gor samma berdkningar, grafer och diagram for trapetsmetoden (dvs gor punkt (2) for
Trapets istéllet {6r Euler).

(4) Dela in tidsintervallet [0, 20] i n = 40,20, 10 och 5 ekvidistanta steg. Berdkna de fyra Euler-
16sningarna och plotta dem tillsammans med den exakta losningen i samma graf.

(5) Gor punkt (4) med trapetsmetoden istéllet for Eulers metod.

Vilken slutsats kan du dra betraffande den numeriska stabiliteten for de tvd metoder-
na genom att titta pa graferna?
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2.2 Begynnelsevirdesproblem (system)- Partikelfléde férbi en cylinder

En langstriackt cylinder med radien R = 2 befinner sig i en inkompressibel vétska som strémmar
i positiv z-riktning med hastigheten 1. Cylinderns axel ar vinkelrdt mot flodesriktningen. Det
hela kan betraktas som ett tvadimensionellt problem i rummet. Laget, x(t) och y(t) for en fl6-
despartikel vid tiden ¢ bestdms av partikelns startposition, z(0) och y(0) och féljande system av
differentialekvationer

dx R?(2? — y?) dy R?2xy

dt (22 + y2)? ) dt (22 + y2)2



a) Berikna med hjilp av ode45 och rita stromningskurvor for tre flédespartiklar som vid be-
rakningens borjan befinner sig vid = —4 och vid y-positionerna 0.4, 1.0 och 1.6. I figuren har
stromningskurvan f6r en partikel som startar i = —4 och y = 1.6 ritats.

b) Vi vill ocksa studera hur ett “paket” av flddespartiklar deformeras nir det strommar forbi cy-
lindern. Lat startformationen for partikelpaketet vara en regelbunden tjugohdrning med centrum i
(—4,1) och radiellt avstand till hérnen 0.6, se figuren. Det géller nu att 16sa differentialekvations-
systemet for alla partiklar i flédespaketet och sedan rita en 6gonblicksbild av partikelpositionerna
(man kan anvinda sig av kommandot £ill) vid tidpunkterna ¢ = [0,2,4,6,8,10]. Ténk noga
igenom hur du ska l6sa dettal
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2.3 Randvardesproblem

Foljande differentialekvationsproblem beskriver temperaturférdelningen 7'(z) i en cylindrisk stav
av langden L och med tvarsnittsarean A;.

d . dT
_ (k=

daj( dx )

Véanster och hoger &ndpunkt pa staven har den konstanta temperaturen T resp 7. Konstanten k

ar stavens virmeledningsformaga och Q(x) ar den virmeméngd som per tidsenhet och volymsenhet
genereras i staven, t ex genom radioaktivitet.

=Q(z), T(0)=1Ty, T(L)=1Ty (1)

Varme kommer att ldcka in eller ut genom dndpunkterna beroende pa vilken temperatur som
omgivningen har och vilken virmemaingd som utvecklas i staven. Varmeflodet i vinster och héger



andpunkt ges av uttrycken

dT dT
_Atk%(o)v _Atkg(lf) (2)

Antag att L =2 [m], A, = 0.01 [m?], k = 2.5 [J/(K -m - s], Ty = 300 [K], Ty, = 400 [K] och Q(z)
[J/(s-m?)] dr funktionen

Q(z) =300e""=%)° 0<az<L

Differentialekvation och randvillkor (1) kan 16sas numeriskt med hjélp av finita differensmetoden.
Om vi diskretiserar intervallet [0, L] enligt x; = ¢h,i = 0,1,2,...,n,n+ 1, dar h(n + 1) = L och
approximerar andraderivatan med centraldifferens erhalles

—T; 1+ 2T, — Tipq
72

1
:EQ(xi),izl,Z...,n (3)
Diskretiseringen leder till ett linjért ekvationssystem
AT = (4)

déar A ar en n X n-matris, T' 4r en n x 1-vektor med temperaturvirden i det inre av intervallet och
b ar en n x 1-vektor som beror av bl a randvéirdena Ty och T, samt Q(x;)-vérdena.

a) Skriv ner matrisen A med papper och penna. Vilken struktur har matrisen A ?

b) Skriv ett Matlab-program som l6ser randvérdesproblemet. Matrisen A kommer endast att ha
ett fatal nollskilda element. Matrisen skapar du i Matlab enklast pa foljande sétt:

ones(n,1);
spdiags([-e 2%e -e], -1:1, n,n);

e
A

Kommandot spdiags &r ett kommando for att skapa glesa matriser. Gor (help spdiags) for mer
information.

Rékna ut temperaturen 7' da staven delas upp i 249 lika stora delar dvs for fallet N = 249.
Losningen far du genom att 16sa det linjéara ekvationssystemet AT = b i Matlab med \. Losningen

T kommer att innehalla temperaturen i alla punkter x; utom i randpunkterna.
Plotta temperaturen som funktion av x p4 HELA intervallet 0 < x < L.

Hur stor &r den maximala temperaturen ?
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