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24 november 2008 LAB ORATION 5

Begynnelse-, randvardesproblem och stora ekvationssystem

Efter den hdr laborationen skall du 1) kinna igen problemtyperna randvdrdes- och begynnelsevirde-
sproblem for ordindra differentialekvationer och kunna losa dessa med differensmetoder; 2) kunna
analysera noggrannhetsordning och bestimma stabilitetsegenskaper bade teoretiskt och experimen-
tellt; 3) kunna lésa stora linjira ekvationssystem och ickelinjira ekvationssystem.

1. Begynnelsevardesproblem
Givet ar foljande differentialekvation

d
d—lt’ =sin(t) — 2y, y(0)=0, te 0,20
Denna ska hér 16sas numeriskt med Eulers framatmetod och trapetsmetoden. Uppgiften gar ut pa

att undersoka
e hur trunkeringsfelet avtar med steglingden h (noggrannhet, noggrannhetsordning)

e hur den numeriska 13sningen uppfor sig for “stora” h-virden (stabilitet)

(1) Los forst differentialekvationen exakt (analytiskt), dvs med metoder som du lart dig i mate-
matik. Denna losning betecknas y(t).

(2) Dela in tidsintervallet [0,20] i n ekvidistanta steg h. Eulerlosningen i en punkt ¢ betecknas
y(t, h). Skriv ett Matlabprogram som beréknar Eulerlosningarna for nq = 100, ny = 500 och
ng = 1000. (Vad blir motsvarande hy, ha och hs?) Plotta den exakta 13sningen y(t) och de
de tre Eulerlosningarna y(t, h1), y(t, h2) och y(t, h3). Plotta dven i ett loglog-diagram felet
ly(20) — y(20, h)| som funktion av h.

GoOr samma berdkningar, grafer och diagram for trapetsmetoden.
Vilken noggrannhetsordning hos Eulers framatmetod respektive trapetsmetoden kan utlasas
ur diagrammen?

(3) Dela in tidsintervallet [0,20] i n = 40, 20,10 och 5 ekvidistanta steg. Berdkna de fyra Euler-
I6sningarna och plotta dem tillsammans med den exakta I6sningen i samma graf.
Gor samma sak med trapetsmetoden.
Vilken slutsats kan du dra betréaffande den numeriska stabiliteten for de tva metoderna genom
att titta pa graferna?

2. Begynnelsevirdesproblem (system) — partikelfléde forbi en cylinder

En langstriackt cylinder med radien R = 2 befinner sig i en inkompressibel vitska som strom-
mar i positiv z-riktning med hastigheten 1. Cylinderns axel ar vinkelrdt mot flédesriktningen. Det
hela kan betraktas som ett tvadimensionellt problem i rummet. Liget, x(t) och y(¢) for en fl6-
despartikel vid tiden ¢ bestdms av partikelns startposition, 2:(0) och y(0) och foljande system av
differentialekvationer

dz R?(2? — y?) dy R?2zy

dt (2 4+9y2)% 7 dt (22 +y?)?



a) Berdkna med hjilp av ode45 och rita stromningskurvor for tre flddespartiklar som vid be-

rakningens borjan befinner sig vid x = —4 och vid y-positionerna 0.4, 1.0 och 1.6. I figuren har
stromningskurvan for en partikel som startar i £ = —4 och y = 1.6 ritats.
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b) Vi vill ocksé studera hur ett "paket” av flodespartiklar deformeras nér det strommar forbi cy-
lindern. Lat startformationen for partikelpaketet vara en regelbunden tjugohérning med centrum i
(—4,1) och radiellt avstand till hérnen 0.6, se figuren. Det géller nu att 16sa differentialekvations-
systemet for alla partiklar i flédespaketet och sedan rita en gonblicksbild av partikelpositionerna
(man kan anvinda sig av kommandot £i11) vid tidpunkterna ¢ = [0, 2,4, 6, 8,10]. For att erhalla
I6sningen vid specifika tidpunkter kan man gora foljande anrop till ode45

TT=[0:2:10];
[t,u]l=0de45(’fun_namn’,TT, [x0 yO0]);

c) Niésta steg ar att gora en animation av 16sningen. Detta kan goras med Matlabs inbyggda
kommando movie. S6k i Matlabs hjélpsystem, eller ge kommandot help movie for mer information.
Det kan vara lampligt att spara 16sningen vid lite fler tidpunkter &n tidigare, tex ¢t = [0 : 0.2 : 10].
En animation kan exempelvis goras pa foljande sétt:

TT = [0:0.2:10];

for jj=1:length(TT) % For alla tidpunkter
figure(66)
£i11(x,y,’k?), hold on % plotta cylindern

£fi11(Xslut(:,jj),Y¥slut(:,jj),’m’) % plotta fluidpaketet
% Xslut, Yslut inneh&3ller x,y-pos for
% alla partiklar i flodespaketet vid
% de olika tidpunkterna
hold off
axis equal
axis([-5 7 0 3])
M(jj)=getframe; % Spara figuren
end
movie (M) % Spela upp filmen



3. Randvardesproblem

Foljande differentialekvationsproblem beskriver temperaturférdelningen T'(x) i en cylindrisk stav
av langden L och med tvérsnittsarean A.

d . drT
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Vanster och hoger &ndpunkt pa staven har den konstanta temperaturen Ty resp T7,. Konstanten &

ar stavens virmeledningsforméga och Q(z) 4r den virmeméngd som per tidsenhet och volymsenhet
genereras i staven, t ex genom radioaktivitet.

)=Q(z), T0)=To, T(L)=Ty (1)

Viarme kommer att ldacka in eller ut genom dndpunkterna beroende pa vilken temperatur som
omgivningen har och vilken virmeméngd som utvecklas i staven. Varmeflédet i vinster och hoger
andpunkt ges av uttrycken

—Ak—(0), —Ak—(L) (2)
Antag att L =2 [m], A = 0.01 [m?], k = 2.5 [J/(K -m - s)], Ty = 300 [K], Tr, = 400 [K] och Q(x)
[J/(s-m3)] ar funktionen

Q(z) =300 =% 0<az<L

Differentialekvation och randvillkor (1) kan lésas numeriskt med hjilp av finita differensmetoden.
Om vi diskretiserar intervallet [0, L] enligt x; = ih, i =0,1,2,...,n,n+ 1, ddr (n + 1)h = L och
approximerar andraderivatan med centraldifferens erhalles

—T; 1 +2T; - T; 1 .
! e +l EQ(%), i=1,2,...,n (3)

Diskretiseringen leder till ett linjart ekvationssystem
AT =10 (4)

dir A ar en n X n-matris, T 4r en n x 1-vektor med temperaturvirden for z; = ih, 1 =1,2,...,n,
och b dr en n x 1-vektor som beror av bl a randvirdena Ty och Ty, samt Q(x;)-vérdena.

a) Skriv ner matrisen A med papper och penna. Vilken struktur har matrisen A ?

b) Skriv ett Matlab-program som loser randvirdesproblemet. Matrisen A kommer endast att ha
ett fatal nollskilda element. Matrisen skapar du i Matlab enklast pa foljande séatt:

e
A

ones(n,1);
spdiags([-e 2%e -e], -1:1, n, n);

I

Kommandot spdiags &r ett kommando f6r att skapa glesa matriser. Ge kommandot (help spdiags)
for mer information.

Rékna ut temperaturen 7' for fallet N = 249. Losningen far du genom att 16sa det linjéra ek-
vationssystemet AT = b i Matlab med \. Losningen T kommer att innehalla temperaturen i alla
punkter x; utom i randpunkterna.

Plotta temperaturen som funktion av = pa hela itervallet 0 < x < L.

Hur stor &r den maximala temperaturen ?



Beridkna dven virmeflodet genom dndpunkterna genom att approximera derivatauttrycken (2) pa
lampligt sdtt. En forsta ordningens approximation &r godtagbar, men &nnu béttre ar att anvinda
den andra ordningens approximation som anges i Exempelsamlingen, Ex 1.3b, ndmligen

dT(O) =Ty + 4Ty - 3Ty
dx o 2h

+ O(h?) (5)

Hur ser motsvarande approximation ut i héger &ndpunkt?

4. Icke-linjara ekvationssystem — vikter pa en lina

A a B

Tva kulor dr fastade péa ett snére som hénger mellan tva punkter, A och B. Linjen AB mellan
punkterna ar horisontell och avstandet mellan punkterna &ar a. Kulornas massa ar my resp ms.
Kulorna delar upp snoret i tre delar med langderna L1, Lo och L. Uppgiften ar att rédkna ut vilka
vinklar de tre snoérena bildar med horisontalplanet samt att rita upp snorets form i en graf.
Beteckna de tre sokta vinklarna uy, ue och ug. De uppfyller villkoret /2 > uy > ug > uz > —m/2
(se figuren). Observera att vridning i motsols riktning ger en positiv vinkel. Rent geometriskt géller
de tva sambanden:

Ly cosuy 4+ Ly cosus + Lycosug = a, Lisinuy + Laosinus + Lysinug =0
Dessutom géller vid jamvikt foljande samband:
maotanu; — (my + me) tanus + my tanuz =0

De tre sambanden utgor tillsammans ett icke-linjart ekvationssystem for de tre vinklarna uq, us och
ug. Los detta ekvationssystem med Newton-Raphsons metod for f6ljande varden pa parametrarna:
CL:2,L1:1,L2:1,L3:1,7TL1:1Samtmgz?).

Rita in snorets form i en graf. En dagboksfil (se help diary) ska visa vilka startgissningar du valt
for de sokta vinklarna samt en tabell som visar hur iterationerna konvergerar mot 16sningen.

Hur manga timmar ungefdr har den hdr laborationen tagit?

En fraga pa kursutvirderingen i slutet av kursen kommer att gélla tidsdtgang och laborationsomfang. Tank
redan nu igenom vad som &r bra och vad som kan férbéattras!



