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2. Sammanfattning

DN1212-projekt: Krimskramsbollen

Kursledare: Ninni Carlsund

Kramsparametern £ hos en krimskramsboll har berdknats. Den valkanda kramsekvationen har 16sts med
hjélp av numerisk integration och ekvationslosning. Olika val av numeriska metoder diskuteras. Flera olika
k-varden har funnits l6sa ekvationen och ett av dem har bestdmts noggrannt.
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4. Nomenklatur:

Storhet Namn

Kramsparameter
Accelerationskonstant
Dampningskonstanten
Ho6jd — offset
Bollenspositionilngsled
Bollenspositionihojdled
Sluttid

Kurvlangd

N 8 o0 oo »

5. Problemstallning:

Enhet

VA
&)

Se3I3 3o

Hojden y(z) hos en krimskramsboll bestams av differentialekvationsproblemet

ay’(x) —by'(x) + ky(z) = y(z) cos(z) + ¢

y(O) =1, y/(O) =0

dér sluttiden B &r 20 sekunder, dimpningskonstanten b #ir 1 sekund , accelerationskonstanten a ar 10 s? och
hojd-offseten ar ¢ = 5 meter. k ar en dimensionslos kramsparameter.

Bestam ett virde pa k med minst tre decimaler sa att bollen vid tiden B har fardats lika langt som den
héjd den just da befinner sig pa, dvs kurvliangden av kurvan y(z) for 0 < < B blir densamma som y(B).
Parameterviardena antas forst vara exakta.



Finns det fler varden pa k som l6ser problemet?

((Om a har en osdkerhet pa £1%, b har en osdkerhet pa 2% och ¢ har en osdikerhet pa £0.1 hur noga kan
da k-vdrdet bestammas? - rapporten tar ej med denna deluppgift!))

6. Vald algoritm
Detta problem ar en kombination av

- Differentialekvationslosning (hégerledet)
- Integralskattning (baglandsberikningen, dvs vénsterledet)
- Ickelinjir ekvationslosning (fa hogerledet lika med vénsterledet)

Vi har valt att 10sa differentialekvationsprobelemt med Runge-Kuttas metod, integralen med trapetsregeln
och ekvationen med sekantmetoden.

Huvudloopen i programmet ar sekantmetoden. Vi gissar ett virde pa k, berdknar forst hogerledet mha
Runge-Kuttas metod, sedan med hjilp av trapetsregeln och de fran hogerledet beriknade y(z)-virdena
beraknar vi vansterledet. Vi tar sedan skillnaden mellan hoger- och vansterled och kollar om detta blir noll.
Om inte far vi iterera vidare med sekantmetoden tills skillnaden blir noll.

7a. Sekantmetoden
Fran REF1 fas formlen for sekantetoden:

kn - kn—l

k/’n—i-l = k/’n - f(k/’n) - f(kn) — f(kn—l)

dar
f(kn) = HL(kn) — V L(kn)
Man itererar tills |ky — kny—1| blir mindre 4n 6nskad noggrannhet.

Sekantmetoden behdver tva startgissningar pa k for att kunna starta. Dessa fick vi genom att gora (réatt
grova) skattningar héger- och vénsterledet for ett flertal olika varden pa k. For alogoritmer, se nedan.
Losningar finns dar kurvorna skir varandra. Vi valde startvirdena ko = X och k1 =Y, se figur 1.

FIG 1.

7b. Hogerledet

For att berdkna vardet av hogerledet maste 16sningen till differentialekvationen skattas. Det enklaste valet
ar Matlabs inbyggda ode45, REF2. Vi gjorde det forst och berdaknade hogerledets varde for ett antal olika
k. Pga svarigheter med att sedan berdkna vénsterledet, se nedan, bytte vi till Runge-Kuttas metod REF3
som har fix steglingd. Vi anvéinde steglingden h = B/320.

Bade Runge-Kutta och ode45 kréver att man skriver om differentialekvationen till ett system av forsta
ordningen. Vi infor darfor
a<%@>
y'(z)
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med startvardet

vilket ger /
(?ZJ/"((%) = (@) = (auQ(:c) - bul(?)(i)ul(x) cos(z) + c) =f(z,u)

Runke-Kuttas metod stegar sedan fram u(x) enligt:

(
= hf(z, +h/2 Un, + k1/2)
—hf(xn—i—h/Q U + k2/2)
ky = hf(xn + h, Gy, + k3)

Uny1 =Un + (k1 +2ka +2ks + k4)/6
Tpgl =Tn +h

kl—hfl'

med z,, = xg + nh, o = 0 och xny = B.

7c. Vansterledet

Formeln for baglingden av kurvan y(z) mellan £ = a och = b ar

b
:i/ VITW@P do

REF4.

Det enklaste sattet i Matlab att skatta en integral d&r med den inbyggda funktionen quad. Den kraver
dock att man kan skapa en integrand-funktion som kan anropas for valfritt x. Det kan vi inte har. Vi
vet inte hur funktionen for y(x) ser ut. Genom att 16sa differentialekavtionen i hogerledet kan vi dock
berdkna véirden pa y(z) i utvalda punkter z. Forst berdknade vi dessa y(z)-virden med ode45 men den
rutinen véljer sjalv adaptivt (dvs varierande) steglangd, vilket gjorde integralberdkningen klurig. Vi bytte
darfor till differentialekvationslosaren till Runge-Kuttas metod REF3 och integrallosaren till trapetsregeln
REF5 eftersom bada anvénder sig av fix steglingd. Vi anvander saledes samma stegliangd i bade hoger- och
vanterledet.

Trapetsregeln skattar L enligt

9(0) + 9(1) + 9(22) + -+ g(en—1) + 2g(an))

Lh)=h-(~ ;

2

dar
g(zn) = V14 (Y (zn))?

Vérdet pa y'(z,) far vi fran hogerledsberdkningen. (Det dr vardena i us(zy,))

8. Noggrannhetsbedomning

Typiska varden for krimskramsbollar av de vanligaste flimsmaterialen brukar ligga mellan 0.8 och 2.3 (REF6)
sa vart varde ar hogst rimligt.

I de tre metoderna har vi valt ett varde i vardera: avbrottskriteriet till sekantmetoden och steglangden i
Runge-Kutta och trapetsregeln. Samtliga val paverkar noggrannheten i resultatet.

Vi valde avbrottskriteriet i sekantmetoden till 0.5 - 1075, Detta ricker till tre decimaler med god marginal.
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Vi korde forst programmet med steglingden h = B/40. Sedan halverade vi successivt steglangden tills den
inte ldngre paverkade de intressanta siffrorna i k-vérdet. h = B/320 racker.

Sakerhetskontroller:

- Vi kollade att korrektionerna i sekantmetoden avtog som de bor, ¢,/ (t,—1tn—2) — K, se REF1.

- Vi kollade att dndringarna i k-vérdet avtog en faktor 4 néar h halverades (vilket skall gélla for trapets-
regeln, REF5).

- Vi bytte differentialekvationen till y/ = k och provkorde programmet. Problemet kan da losas analytiskt
och programmet gav ratt svar.

9. Resultat

Da parametrarna antas exakta blir k-véirdet 1.234 med tre sikra decimaler. Vardet ar rimligt jamfort med
de vanligaste typerna av krimskramsbollar.

Enligt grafen i figur 1 syns att det finns fler virden pa k som uppfyller ekvationen. Kurvorna skér varandra
pa flera stéllen. Det skulle motsvara att krimskramsbollar av flera olika matrial kan uppfylla villkoren.

(( Hir skulle ocksa komma resultatet fran berdkningarna med stérda parametrar.))

FFxAFFAFX For P kommer hdr ett avsnitt om granskning. M madste inte ha det. **¥*FF*x*

10. Egen arbetsinsats
Jag har diskuterat ideer och algoritmer med framfér allt Al Lihop och Inge Nalls.

All kod utom dudt.m ar skriven av mig. Med funktionen dudt.m fick jag hjilp av H Jélpson.

11. Referenser
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12. Bilagor: Matlab-program

% proj.m = Program for ...

function up=dudt (t,u);



