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Optimering, exempel *

Exempel 1 (optimering 6ver kompakt méingd)

Bestim storsta och minsta virdet till funktionen f(z,y) = 2* 4+ y* + 422 + 16 i cirkelskivan
{22 +y* < 4},

Lésning: Cirkelskivan dr kompakt s& detta ar ett optimeringsproblem 6ver en kompakt méngd.
Vi f6ljer arbetsrutinens tre steg:

1. Hitta alla stationdra punkter i det inre av mangden.

Dessa ges av Vf(z,y) = 0, dvs

fo(z,y) = 42 + 82% = 4a(2* +2) =0, =z =0,

fy(w,y) = 4y* =0, =y =0.
Funktionens enda stationéra punkt ar alltsd origo. Den ligger ocksa i det inre av mangden.

2. Bestam funktionens storsta och minsta virde pa randen av mangden.

Randen beskrivs av 22 + 42 = 4. Vi parameteriserar randen med z-variabeln, dvs

y:iv4—$2, "T‘§27

dér plustecknet motsvarar 6évre halvan av cirkeln och minustecknet den undre halvan. Lat
g(x) vara funktionens virde pa randen, dvs

g(z) = f(z, +V4 — 22) = 2* + (4 — 2%)? + 42% + 16 = 22" — 42° + 32.

Vi noterar att g inte beror pa valet av tecken, eftersom f antar samma vérde fér y som for
—y. Storsta/minsta virdet pa randen &r dérfor storsta/minsta virdet av g(z) i intervallet
—2 < x < 2. Detta &r ett optimeringsproblem i en variabel, som man loser genom att
derivera g(x) och undersoka vérdet i dess stationdra punkter samt pa randen. Vi har:

d(z) = 823 — 8z = 8x(a? — 1).
De stationdra punkterna ¢'(z) = 0 &ar alltsd x = —1,0,1. Vi far foljande tabell:

x| -2 -1 0 1 2
g@) |- - 0 + 0 - 0 + +
glz) |48 N\, 30 / 32 N\, 30 /S 4

SF1532 — Berdkningsmatematik i flera variabler o VT 2013
Olof Runborg



Detta visar att storsta viardet pa randen &r 48, som antas fér x = +2, och minsta virdet
ar 30, som antas for r = £1.

3. Valj ut storsta och minsta viardet av f evaluerad i de stationdra punkterna och dess storsta
och minsta viarde pa randen.

I vart fall betyder det att vi ska vélja ut storsta och minsta vardet av f(0,0), 48 och 30.
Eftersom f(0,0) = 16 blir svaret dérfor att storsta virdet dr 48 och minsta virdet &r 16.

Alternativ: 1 punkt 2 kan vi &ven ténka oss att introducera poldra koordinater. Det motsvarar
att parameterisera randen med vinkeln 6 istéllet for med x. Randen ges d&a av

r = 2cos,

y = 2sinb,

med 0 < 6 < 27w. Som tidigare later vi g vara funktionens vérde pa randen. Den blir nu en
funktion av 0,

g(0) = f(2cos6,2sinf) = 16(cos @ + sin® 6 + cos® 6 + 1).

Storsta och minsta virde pa randen ar givet av storsta och minsta virde av g(6) for 0 < 6 < 2.
Som ovan hittar vi dessa genom att derivera g(f) och betrakta dess véirden i de stationéra
punkterna samt pa randen. Vi har:

g (0) = 16(—4sin 0 cos® 6 + 4 cos A sin @ — 2sin 6 cos 0)
= —32sinfcosH(2cos® f — 2sin’ 0 + 1)
= —16sin(20)(2cos(20) + 1).

Vi vet att sin(20) = 0 nér 20 = nx {or alla heltal n, dvs § = nw/2. For 0 < 6 < 27 dr darfor
sin(20) = 0 nér € = 0, 7/2, m, 37/2 och 2. Dessa &r saledes stationdra punkter till g. Vidare
vet vi att cos(20) = —1/2 nér 20 = +27/3 + n27 for alla heltal n, dvs 6 = £7/3 + nw. For
0 <60 <27 &r darfor cos(20) = —1/2 nér 0 = 7/3, 27w/3, 47/3 och 57/3. Dessa ér saledes ocksa
stationdra punkter till g.

Vi far tabellen:

9 |0 /3 /2 21 /3 m 4 /3 3m/2 5m/3 2
J@Hlo - o + 0 - 0o + 0 - o + 0 - 0 + 0
gf) |48 N\, 30 7 32 N\, 30 48 N\, 30 32 N\, 30 48

Detta visar som tidigare att storsta virdet pa randen &r 48, som antas for § = 0, w, 27, och
minsta virdet ar 30, som antas for 0 = /3, 27/3, 47/3 och 57/3.

Exempel 2 (optimering 6ver icke-kompakt méingd)

Bestdm storsta och minsta véirdet till funktionen

ZE2+:Ey

f(ﬂj,y) = Tygv

i bandet 0 < x < 1.

2(5)
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Losning: Mangden &r i detta fall obegréansad (innehaller godtyckligt stora véarden pa y) dvs inte
kompakt. Vi kan hantera det pa flera olika satt. Har visar vi tva alternativ.

Alternativ 1: Vi aterfor problemet pa en kompakt méngd genom att visa att stérsta och minsta
virdet inte kan antas for stora y. Vi har att, for 0 <z <1,

o tlallyl _1+1lyl 1 1+1/y]
|f(z,y)] < 5 < i
L+y L+y lyl 1+1/y
Detta gar mot noll nér y — Foo, dvs for 0 <z <1,
lim f(z,y) =0.

ly|—o0

Definitionen av griansvarde séger oss da att for alla virden € > 0 kan vi hitta ett n sa att
|f(z,y)| < e for alla |y| > n. Vi noterar ocksa att

F1,0)=1,  f(1,-2)=-02.

Vi véljer nu tex e = 0.1. Det finns da ett n sa att —0.1 < f(z,y) < 0.1 for alla |y| > n. Men
vi har da alltsa funnit exempel pa funktionsviarden som &r strikt storre &n och strikt mindre dn
samtliga virden som funktionen antar nér |y| > 7. Vi konstaterar att funktionsn storsta och
minsta varde maste ligga i det kompakta omradet 0 <z <1 och —n <y <n.

Detta problem l6ses sedan pa vanligt satt for kompakta omraden, dvs 1) hitta alla stationéra
punkter i det inre, 2) hitta storsta/minsta virde pa randen och 3) vilj ut storsta/minsta virdet
av f evaluerad i de stationéra punkterna och pé randen.

Alternativ 2: Vi aterfér problemet péa ett optimeringsproblem i en variabel genom att forst
optimera i z for fixt y. For enkelhetens skull s6ker vi hér bara minsta vérdet. Definiera
h(y) = min f(x,y). 1
(4) = in f(x.y) 1)
Detta dr ett minimeringsproblem i en variabel, for varje fixt y. Det minsta virdet av hela f ges
sedan genom att minimera h som funktion av y.
For att berdkna h i (1) behover vi derivera f i z-led och hitta dess stationdra punkter i det
inre av intervallet [0, 1]. Det ger

2z +y
/!
fx(m,y):wzo = T =-y/2
Denna punkt ligger i det inre av intervallet endast ndr —2 < y < 0. Den ger da
2
Y
—y/2,y) = — .
f(=y/2,y) )
Vi maste ocksa betrakta funktionens vérde i randpunkterna x = 0 och = =1,
1+y
0,y) =0 l,y) = .
fO,y) =0,  f(1,y) 11,7

Detta ger oss tre olika fall:

Fall 1: y < —2. Vi har ingen stationdr punkt i det inre. Minsta virdet dr det minsta av viardena
pa randen, dvs

h(y):min<0 1+y> Lty

1492 - 1492’

eftersom y < —2.
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Fall 2: —2 < y < 0. Vi har en inre stationir punkt x = —y/2. Vi far tabellen

x |0 —y/2 1
2
f(z,y) 0 N\ 4(1—+yyz—) / 114%55
Minsta vardet ar darfor )
)
hy) = —F—.
) 4(1+y?)

Fall 3: y > 0. Vi har ingen stationédr punkt i det inre. Minsta virdet dr det minsta av virdena
pa randen, dvs
. L+y
h(y) = 0,—= ] =0,
o022
eftersom y > 0.

Sammanfattningsvis ar

1+

Tyyfg Yy S _27
hy) = sty —2<y <0,

0, y > 0.

Detta &r en kontinuerligt deriverbar funktion (undersok dettal!) av en variabel som kan minimeras
pa vanligt sdtt genom att hitta stationdra punkter och betraka beteendendet nir y — +oc.
Exempel 3 (optimering med bivillkor)

Bestim storsta och minsta virdet till funktionen f(z,y) = 2% + y* + 422 + 16 pa randen till
cirkelskivan {z? + y? < 4}.

Losning: Héar visar vi alltsa ytterligare ett alternativ for att hitta storsta/minsta vérdet pa
randen i Exempel 1 ovan. Vi betraktar problemet som ett optimeringsproblem fér f 6ver hela
planet D = R? med bivillkoret att

glz,y) =2"+y° —4=0.

Enligt Lagranges multiplikatormetod maste minst ett av systemen

fo(z,y) + Mgl (z,y) =0, gy (z,y) =0,
(A) 4 fy(z,y) + Agy(z,y) = 0, (B)  gy(z,y) =0,
g(z,y) =0, g(z,y) =0,

vara uppfyllt i de inre extrempunkterna till problemet. Vi berdknar forst de partiella derivatorna
for f och g,

folmy) =da(@®+2), fi(z,y)=49°, ghlz,y) =22, g,(z,y)=2y.

Systemen blir i vart fall

22222 +4+)\) =0, 2z = 0,
(A) §2y(2y* + ) =0, (B) {2y =0,
22 +y? —4=0, 22 +y2—4=0.

4 (5)
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Det ar latt att se att system B saknar 16sning. (De forsta tva ekvationerna ger att = = y = 0,
vilket inte satisfierar den sista ekvationen.) Vi loser istéllet system A. Fran forsta ekvationen far
vi att antingen #r « = 0 eller 222 + 4+ X\ = 0. Andra ekvationen ger pa samma sitt att antingen
ar y = 0 eller 232 + X\ = 0. Det ger oss fyra mojliga fall:

Fall 1: x =y =0.

Omojligt av samma anledning som for system B; sista ekvationen satisfieras ej.

Fall 2: 222 +44+ A =0 och y =0.
Sétter viin y = 0 i sista ekvationen far vi x = £2. Da ger 222 + 4+ X =0 att A = —12.
Vi har en 16sning till systemet (x,y, \) = (+2,0, —12).

Fall 3: =0 och 2y? + XA = 0.
Sitter vi in « = 0 i sista ekvationen far vi y = £2. Da ger 2y + A = 0 att A = —8. Vi
har en l6sning till systemet (z,y,\) = (0, %2, —8).

Fall 4: 222 + 44+ XA =0 och 22 + A = 0.
Vi subtraherar dessa villkor fran varandra och dividerar med tva. Det ger

22—y 4+2=0,

dvs 3% = 22 + 2. Sitter vi in detta i sista ekvationen far vi 222 — 2 = 0, och vi far att
x = +1. Det ger sedan y = £v/22 + 2 = +v/3 och A = —2y? = —6. Vi har en 16sning till
systemet (z,y,\) = (£1,+V3, —6).

De moéjliga extrempunkterna ar alltsé:
(£2,0,—-12), (0,£2,-8), (£1,+£V3, —6).
Evaluerar vi f i punkterna! far vi

f(£2,0) =2 +4-2% + 16 = 48,
£(0,+2) = 2% +16 = 32,
F(£1,£V3) =1+ 3% + 4416 = 30.
Eftersom randen ir en kompakt méngd (och alla randpunkter ligger i det inre av D = R?) kommer

funktionens storsta och minsta varde aterfinnas bland ovanstiende tal. Svaret blir alltsd som
tidigare att storsta viardet ar 48 och minsta &ar 30.

!Notera att Lagrangemultiplikatorn X inte bidrar.
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