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Losningar

DEL 2: Inga hjalpmedel. Rattas endast om del 1 dr godkéind. Betygsgrénser inkl bonuspoéang:
10p D, 20p C, 30p B, 40p A.

Svar skall motiveras och utrdkningar redovisas. Korrekt svar utan motivering eller med felaktig
motivering medfor podngavdrag.

1. Man vill 16sa ekvationssystemet
x+y+sin(y) — 1.1 =0,
zi+y+ed—x=0,
med Newtons metod.
(a) Infor beteckningar och formulera Newtons metod for detta ekvationssystem. (3 p)

Losning:
Vi vill alltsa 16sa F'(x) = 0, med

2= <w> Fla) = <w+y+sin(y) - 1.1>.

Y vy ty+e¥—ux
Jakobianen J(z) till F' = (f1, f2)7 &r

of  af
J(w) = <3_§ g—;/l> _ < 21 1+cos(y)y>.
B2 Bl y°—1 2zy+1+e

Newtons metod for system kan da formuleras som:

Tpi1 = Ty — J(mn)_lF(mn).
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(b)

Vi antar att du kinner till att det finns en rot dér y dr mycket liten (t.ex. via fysikaliska
resonemang). Hitta en bra startgissning genom att linjérisera ekvationerna runt y = 0
och 16sa detta forenklade problem. (3 p)
Losning:

Vi linjériserar ekvationerna runt y = 0, dvs approximerar sin(y) ~ y, ry?> ~ 0 och
e¥ =~ 1+ y. Det ger det forenklade problemet

r+2y—1.1=0,
1+2y—2=0,
vilket har 16sningen 2 = 1.05 och y = 0.025. Detta blir var startgissning g = (2o, yo)-

Beskriv detaljerat en algoritm (baserad pa Newtons metod) i form av ett Matlab-
program som bestdmmer roten med ett fel mindre #n 107 i bade z och y. (6 p)

Losning:
En detaljerad algoritm i Matlab med startgissningen g = (1.05;0.025)7 skulle kunna
se ut sahar:

X=[1.05; 0.025]; % Startgissning
TOL = 1le-6; % Feltolerans

r = X; % Dummy, vadsomhelst stdrre &n TOL
while (norm(r,inf)>TOL) % Max-normen

x=X(1); y=X(2);

f1 = x+y+sin(y)-1.1;
£2 = xxy~2+y+exp(y)-x;
F = [f1; £2];
J = [1 1+cos(y); y~2-1 2*x*xy+l+exp(y)];
r = -J\F;
X=X+r;
end
disp(C (x,y) =)
disp(X’);

Algoritmen avbryter ndr maxnormen ||7,||oo &r mindre &n TOL varfor felet ocksa kom-
mer vara mindre #n TOL, i detta fall 1075, Losningen blir

x ~ 1.0504779, y =~ 0.0247623.
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2. Randvardesproblemet

Ugy + Uy — cos?(z/2)u = 1, u(0) =0, wu(27) =2,

ska 16sas med finita differensmetoden déar derivatorna approximeras med centraldifferenser.
Metoden leder till ett linjart ekvationssystem Au = b med n obekanta.

(a)

Infoér lampliga beteckningar och forklara inneborden av elementen i 16sningsvektorn
u. Var noga med att definiera alla variabler du anvander. (2 p)

Losning:

Vi vill diskretisera problemet och delar darfor in intervallet [0,27] i n + 1 delar med
lingden h = 27 /(n+1). Delningspunkterna kallar vi z; = jh. Vilater u; approximera
exakta l6sningen i dessa punkter, dvs u; ~ u(x;). De u;-virden som motsvarar inre

punkter &r vara obekanta och utgor elementen i u-vektorn, dvs u = (uy, ... ,un)T.
Noggrannhetsordningen for metoden &r tva. Forklara med hjilp av dina definierade
variabler precis vad detta innebér. (2 p)
Losning:

Det betyder att felet i vara approximativa virden u; jamfort med den exakta los-
ningens virden u(x;) kan begrénsas av en konstant multiplicerat med stegléngden i
kvadrat, dvs (i maxnorm)

C_ N < 2
lrgjagnluj u(z;)| < CR7,

for nagot virde C som &r oberoende av h (och n).

Hérled uttryck for alla element i A-matrisen och i hogerledet b. (Inget ekvationssystem

behover dock losas.) (6 p)
Losning:
I varje inre punkt, 5 = 1,...,n, approximerar vi derivatorna i ekvationen med andra

ordningens differenskvoter,

U1 — 2’LLj + Ujt1 U1 — U

taly) Ty () e LIS
Det ger
. 2 . . . — .
Uj—1 :; + Uj41 n Uj+12huj 1 COS2(33j/2)uj _1, i=1,....n.
Multiplicera med h? och samla ihop termerna
h 2 2 h 2
Uj_q 1—5 + u; (=2 = h? cos(z;/2)) + ujt1 1—}-5 = h*, (1)
dér j = 1,...,n. Vi har nu n ekvationer men n + 2 obekanta. Utnyttja randvillkoren

for att eliminera ug och uy41:
Uy = 0, Up+1 = 2.

Detta ger for j =1,

uy (—2— h? cos2(:171/2)) + usg (1 + g) = h2, (2)
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och for j =n,

h h
Up—1 <1 - 5) +up (—2 — h? cos®(2,/2)) + = h* — 2 <1 + 5) , (3)
Tillsammans ger (1,2,3) det linjira ekvationssystemet Au = bmed u = (u1,...,u,)" €
Rn
aq b
c ay b
A= e R™"
c ap—1 b
¢ an

h h
a; = —2 — h%cos’(x;/2), b=1+ -, c=1-——,
och hogerledet
h2
h2
12
h
h?—2(1+1%)

(d) Antag att vi istéllet vill hitta en 27-periodisk funktion som uppfyller differentialekva-
tionen. Det betyder att Dirichlet-randvillkoren nu ersatts med periodiska randvillkor:

u(z) = u(z + 2m), V.

Foresla en modifikation av metoden ovan for detta fall.
Hur éndrar sig A och b? (5 p)

Losning:

Med de nya randvillkoren dr inte ldngre vardena pa ug och u,1q kéinda. Vi vet dock
att de ar lika pga periodiciteten, ug = up+1, och det récker att addera en av dem till
vektorn av obekanta, som nu #dr w = (ug, ..., u,)’. Som tidigare far vi ekvationerna

cuj—1 + aju; + b’LLj.H = h2, 7=0,...,n.

I forsta och sista ekvationen utnyttjar vi de periodiska randvillkoren,
w(zj) = u(xj + 2m) = uj = Ujynt1. Detta ger for j =0, med u_1 = uy,

cuy, + agug + buy = h2,
och for j = n, med up+1 = ug,

ClUp—1 + aju, + bug = h2.

Ekvationsystemet blir darfor Au = b med w = (ug, ..., u,)" € R*F1,
ap b c
c ay b
A= GR(nH)x(nH)’

4 (10)
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och hogerledet

h2

h2

b=| : | eR".

h2

h2
Matrisen och vektorerna ar alltsa ett steg storre. Koefficienterna a;, b, ¢ ér samma som
tidigare. Matrisen far extra element i 6vre hogra och nedre vanstra hornet. Hogerledet
blir en konstant vektor.

3. For att 16sa begynnelsevirdesproblemet

dy
— = t =
L fty) w0 =,
foreslar nadgon metoden
Up+1 = Up + h[af(tm un) + ﬁf(tn—ly un—l)]y uo = Yo,

dér h &ar en konstant steglingd och «, § ar tva reella koefficienter, oberoende av h.

(a) Bestdm a, 3 s& att det lokala trunkationsfelet blir s litet som mdjligt (i termer av
h). Vad blir metodens noggrannhetsordning (for globala felet) med detta val av koef-
ficienter? (6 p)

Losning:
Lokala trunkationsfelet definieras som residualen nér exakta losningen sétts in i den
numeriska metoden. Vid tiden ¢,, blir d& lokala trunkationsfelet 7,, givet av relationen

y(tn—l—l) = y(tn) + h[af(tm y(tn)) + ﬁf(tn—ly y(tn—l))] + Tn.

Eftersom y(t) 1oser differentialekvationen har vi vidare att f(t,,y(tn)) = ¥/(t,) och
ftn—1,y(tn-1)) = v/ (tn—1). Detta ger

o = Y(tn +h) = (y(tn) + hlay'(t.) + By (tn — h)]) (4)
dar vi ocksa unnyttjat att t,, 41 = t,£h. Vi Taylor-utvecklar nu y(t,+h) och ¢/ (t,—h),
2

y(tn+h) = y(tn)+hy'(tn)+%

y,/(tn)+0(h3)v y,(tn_h) = y/(tn)_hy/,(tn)+0(h2)'
Efter insdttning i (4) far vi

h? 3
7o = y(tn) + 0y (8) + 5" (n) = (y(tn) + hay'(tn) + hOY (tn) — hy" (tn))]) + O(R7)

h2
= hy'(tn)[1 = & = Bl + Sy (ta)[1 + 26] + O(h°).

Vi ser att om o + 8 = 1 blir 7, = O(h?). Om ocksa 8 = —1/2 blir 7, = O(h?). Det
senare ger det optimala valet av koefficienter: o« = 3/2 och 8 = —1/2. Det globala
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6 (10)

(b) Stabilitetsomradet for metoden i a) ges i figuren 1
intill. Bestam for vilka steglingder h som meto-
den dr absolutstabil nar
0.51
=7 1\ (i y1> 2
t,y) = , = € R~
ren= (30 L)) w= (2
0,

felet blir en ordning ldgre &n det lokala trunkationsfelet, sa noggrannhetsordningen
fér metoden blir 2 med detta val av koefficienter.

(3 p)

Losning:
For ett system av linjara ODEer ¢/ = By ar den  -0.5}
numeriska metoden absolutstabil nar h\g ligger
i stabilitetsomradet A for alla egenvérden Ay till
B. Hér ar A givet i bilden och -1

B- <‘57 _13>.

Egenvirdena dr rotterna till det karaktéristiska polynomet, p(A) = (74 A)(3+ ) — 5,
dvs Ay = —2 och Ay = —8. Eftersom egenvirdena &r reella ar h\p € A ekvivalent
med —1 < hA\; < 0. (Detta avldser vi i bilden.) For A\ far vi —1 < —2h < 0, dvs
0 < h < 1/2 och for A\ far vi p4 samma sétt att 0 < h < 1/8. Bada villkoren méaste
vara uppfyllda, s& metoden &r absolutstabil ndr 0 < h < 1/8.

Lat p(z) vara det tredjegradspolynom som interpol- —

erar f(z) = exp(—z)(1+22) i punkterna z = 0,1,2,3 | | =]
(se figur). Skriv en detaljerad algoritm i Matlab
som forst bestdmmer polynomet (utan att anvinda
polyfit-funktionen) och sedan med god noggrannhet
riknar ut skillnaden i baglangden pa kurvorna f(z)
och p(x) nar 0 < z < 3. Hur kan man ga tillviaga for
att kontrollera tillforlitligheten i resultatet? (8 p)

Tips: Baglingden L for en kurva y(x) i intervallet
x € [a,b] ges av integralen

L= /b V1+y(z)%d.

Losning:

Kalla punkterna yo, ..., y3 (sa att y; = j) och skriv polynomet pa den naiva ansatsen

p(x) =co+ 1z + cox? + c32®.

(Newtons ansats ar egentligen béttre, men i det hér enkla fallet duger den naiva ansat-
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sen.) Polynomets koefficienter bestdimms genom att 16sa det linjara ekvationssystemet

L owo w5 w\ [co f(wo)
Ly v villa]l | fln)
Loy 3 ws|le| | /fly)
1 oys v3 vi) \cs f(ys)

For att berdkna ldngden pa kurvorna behdver vi derivatan av f och av p. Vi far
f'(z) = exp(—z)(2z — 1 — 2?), P () = ¢1 + 2co1 + ez’

Integralen som ger L berdknar vi slutligen med trapetsregelen. Vi delar in intervallet
[0,3] i n delar med ldngden h = 3/n och kallar delningspunkterna z; = jh. For
lingden av f-kurvan betecknar vi integranden I¢(x) = /1 + f'(x)? och far

L= /03 Ip(z)dz ~ h <If(””°) If(x“) .

2
Approximationen av lingden pa p-kurvan blir likadan med I¢(z) utbytt mot I,(x) =
/14 p/(x)?2. En detaljerad algorim i Matlab ges av
% Del 1, beridkna koefficienterna till p(x)

+Ip(xr) + -+ Ip(xp—1) +

y = (0:3)7; £ = exp(-y).x(1+y.~2);
A = [ones(4,1) y y."2 y."3];

c = A\f;

% Del 2, berdkna kurvornas léngd

n = 100; h = 3/n; x = 0:h:3;

% Funktionernas derivator

exp(-x) . *(2*%x-1-x.72) ;
c(2) + 2%c(3)*x + 3*c(4)*x.72;

fp
pp

% Integranderna

If
Ip

sqrt (1+fp.~2);
sqrt (1+pp.~2);

% Trapetsregeln applicerad p& integranderna

Lf
Lp

(sum(If)-If(1)/2-If(end)/2)*h;
(sum(Ip)-Ip(1)/2-Ip(end)/2)*h;

disp(’Langdskillnad:’)
disp(Lf-Lp)

Tillforlitligheten kan kontrolleras genom att berdkna integralerna med dubbla antalet
indelningar (2n) och jamfora resultaten.
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Losningen blir

Lj~3.0854,  L,~30604  Lj;— L,=~0.0251.

Lat g(x) vara ett fjardegradspolynom som interpolerar f(x) i samma punkter som
ovan. Strukturera en numerisk metod for att bestdmma polynomet sa att det ocksa
har precis samma béglingd som f(z) ndr 0 < z < 3. Beskriv vilka matematiska
delproblem som behéver 16sas och vilka numeriska metoder som &r lampliga. Infor
beteckningar och formulera en algoritm. Programkod behoévs dock ej. Diskutera hur
felen i metoderna bidrar till en felgréns for det som soks. (6 p)

Losning:
Matematiskt problem

Vi skriver ¢(x) som
q(x) = p(z) + ar(z),

dér p(x) ar polynomet som vi berdknade i uppgift a) ovan, och r(z) &r valt si att det
ar noll i punkterna, mer specifikt

r(z) = z(x — 1)(z — 2)(z — 3) = 2% — 623 + 112* — 6. (5)

Vi vet da att for varje val av « ar g(x) ett fjirdegradspolynom som interpolerar
punkterna. Det aterstar att finna det o som gor att g(x) har samma baglingd som
f(x). Definiera funktionen

3
L(a) := /0 V14 (¢ (z) 4+ ar'(z))2dz — Ly,

dér Ly ar baglangden for f och p, r dr definierade ovan. Det matematiska problemet
ar alltsa att losa ekvationen L(a) = 0.

Lampliga numeriska metoder

Ekvationen L(a) = 0 &r skaldr och vi kan anvéinda en iterativ metod for skaldra
olinjara ekvationer. I dessa metoder behover L(«) evalueras, men genom att vélja
sekantmetoden slipper vi att dven behova berdkna derivatan L'(«). I metoden eval-
uerar vi L(a)) approximativt med trapetsregeln som i a). Vi noterar att utover «
behover vi hér ocksa veta koefficienterna till p’ och r’ samt baglangden Ly.

Algoritm

En lamplig startgissning dr o = 0 som vi sett i a) ger en avvikelse pa mindre &n
1%. For sekantmetoden behover vi ytterligare en startgissning som vi véljer till det
nérliggande vardet a_; = 0.1. Algoritmen blir som foljer:

i. Valj steglangd h for trapetsregeln och tolerans 7 for avbrottskriteriet i sekant-
metoden.

ii. Beréikna koefficienterna till p’(z) och Ly som i a). Koefficienterna till r/(z) ges
fran (5).
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iii. Valj startgissningar a1 = 0.1, ag = 0.
iv. Beriikna en approximation av L(a_1) med trapetsregeln = L(a_;)
v. Lat n = 0 och iterera si lange som |ay, — ay—1| > 7
1. Berikna en approximation av L(ay,) med trapetsregeln = L(ay,)
2. Berdkna a;,1 med sekantmetoden,
~ Ty — Tp—1

Qpt1 = Oy — L(mn)i(:nn) L)

3. n=n+1
vi. Det sokta polynomet approximeras med ¢(z) =~ p(x) + a,r(z).

En implementation i Matlab kan se ut som nedan. (Koden fortsétter fran koden i a)
ovan.)

% Tolerans

tol = le-6;

% Koefficienterna for r(x)

cr = [0 -6 11 -6 1]; % r(j)=0, j=0,1,2,3

% Derivatan av r(x)

rp = cr(2) + 2*cr(3)*x + 3*xcr(4)*x.72 + 4*xcr(5)*x."3;
% Startgissningar

all = 0; al0 = 0.1;

% L(x0)

I0
LO

sqrt (1+(pp+alO*rp) .~2);
(sum(I0)-I0(1)/2-I0(end)/2)*h - Lf;

while(abs(all-al0)>tol)
I1 = sqrt(1+(pp+all*rp).~2);

L1 = (sum(I1)-I1(1)/2-I1(end)/2)*h - Lf;
tmp = all - L1*(all-al0)/(L1-L0); % Sekantmetoden
al0 = alli;
all = tmp;
LO = L1;
end

disp(’alpha:’)
disp(all)
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Problemet har tva l6sningar med
ap ~ 0.06471, ag ~ —0.06830.

Motsvarande polynom ¢(z) &r plottade i figurerna nedan.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ C [—
i -—-qw| 1

- 09~

- 081

- 0.7

- 06

-4 05r-

I L L L L L L L L L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Feldiskussion

Felet i algoritmen beror dels pa toleransen 7, dels pa steglangden h. Vi gor en enkel
analys av situationen. Lat o vara den sokta losningen, si att L(a*) = 0, och lat &
vara den exakta losningen nir L(x) approximeras med trapetsregeln, sa att L(&) = 0.
Avbrottskriteriet i algoritmen och det faktum att trapetsregeln ar en andra ordningens
metod ger feluppskattningarna

& —an| <7,  |L(&) - L(a)| < Ch?,

dér vi kan vélja konstanten C' oberoende av h. For sma fel har vi ocksa (felfortplant-
ning) att
L(a) — L(a*) ~ (& — o) L' (a¥).

Tillsammans ger detta felet i cu,,

* ~ ~ * ~ L(d) _L(a*)
an ="l <, — al +la -]~ fan —a + | A A
| L(a) - L(a) c .,
— |y, — 2 7Y < :
lay, —al + L") <7+ L’(a*)h

Fran denna feluppskattning ser vi tex:

e Felet begridnsas av bade 7 och h. Bada méaste minska fér att metoden ska kon-
vergera.

e For att inte rédkna ut nagot onddigt noggrant kan vi balansera felen fran 7 och
h. Vi bor da vilja 7 proportionellt mot h?, vilket gér den totala metoden andra
ordningens noggrann i h.

e Faktorn 1/L/(a*) &r (det absoluta) konditionstalet for losningen av L(a) = 0.
Néar L'(a*) ar litet dr detta problem illa konditionerat och svarlost. (I vart fall ar
L'(0.065) ~ 0.8 och L'(—0.068) ~ —0.69.)

Vi kan ocksa vilja en 6nskad tolerans 7 och 16sa problemet for successivt mindre h-
varden till dess att skillnaden mellan berdknade a-virden ocksa &r mindre &n 7. Det
ger ett totalt fel mindre &n 27.
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