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DN1212+DN1214+DN1215+DN1240+DN1241+DN1243 mfl
Tentamen i Grundkurs i numeriska metoder
Del 2 (av 2)
Lordag 2012-02-04, k1 9-12

Skrivtid 3 tim. Inga hjalpmedel. Rittas endast om del 1 dr godkdnd. Betygsgrans (inkl
bonuspoéng): 10p D, 20p C, 30p D, 40p A. Maximal podng 50 + bonuspodng fran arets laborationer (max

4p).
Var god notera att minirdknare ej ar tillaten pa denna tentamen.

Svar skall motiveras och utrédkningar redovisas. Korrekt svar utan motivering eller med felaktig motivering
medfor poangavdrag. D& algoritmbeskrivning begérs, avses normalt beskrivning i Matlab.

Eftersom minirédknare ej &r tillaten ar det tillatet att ldmna enkla berdkningsuttryck oférenklade, tex
c=0.5-0.23-cos(m/3) i stillet for det utriknade ¢ = 0.002

() PO. Ange dina bonuspoing och den kursomgéng (linje och termin) dir poingen erhallits. Endast
poéng fran senaste kursomgangen &r giltiga.

P1.

(5) a) Ekvationen e® = Kz(1 —2?) dir K = 8 har en rot niira 0. Ge en detaljerad algoritm, géirna i form
av ett Matlab-program, for att bestdmma roten med (minst) 7 decimaler.

(2) b) Ekvationen har en negativ rot. Grovlokalisera den med ca 1 siffra.
(2) ) Har ekvationen nagra fler rotter? (Glom inte motiveringen!)

(3) d) Ge en detaljerad algoritm for hur man skattar hur mycket roten i delupppgift a kan flyttas om
konstanten K inte ar exakt 8 utan ligger i intervallet 7.9-8.1.

P2. Man vill numeriskt skatta integralen

0.8
/ cos(x? — 1)dx

—-0.8

(2) a) Infor lampliga beteckningar och formulera den allménna formeln for trapetsregeln for denna integral.
(2) b) Skriv upp uttrycket som erhalls med trapetsregeln och intervallet uppdelat i 4 delar.

(2) c) Beskriv hur man praktiskt skattar trunkeringsfelet i trapetsregelvirdet erhallet med steglangden
d=0.17

(2) d) Med steglingden d = 0.1 skattades trunkeringsfelet till 0.0942. Vad férvintar man att trunkerings-
felet i trapetsregelvérdet erhallet med steglingden d = 0.05 ungefar blir?

Var god vind

1
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P3.

Givet ekvationssystemet

2% + 5sin(y) = 0.5
3sin(z) — y? = 0.6

(2) a) Bestim en startgissning till systemet.

(5) b) Beskriv detaljerat en algoritm, gérna i form av ett Matlabprogram, hur man bestammer en rot till
systemet med minst 6 decimaler.

P4. En sex kilograms raket skickas upp i luften. Drivkraften uppéat beror av forbrinningen av
raketbranslet, vilket i sin tur gor att raketen blir lattare, s massan kommer att bero av tiden:

m(t) =

M(t) fér t<5 i} )
dir M(t) =6 — 0.2t + 0.2t

M(5) for t>5

Drivkraften nedat ar jordens gravitationskraft, som antas vara konstant g = 9.81. Raketen startar fran
en plattform 2 meter ovan marken. Efter ca 5 minuters fard ar branslet slut och raketen faller till
marken i sin fallskdrm. Raketfarden beskrivs av

n_

my” = —mg — km’ — Cy|y/|
dar k = 0.1 ar en forbranningskonstant och luftmotstandet beskrivs av Cy = 0.2 (tiden méts i minuter).
(3) a) Formulera om differentialekvationsproblemet till ett system av forsta ordningen.
(3) b) Genomfor tva kompletta steg med Eulers metod och tidssteget 0.5 (anvind hir g=10).

(5) C) Skriv ett Matlab-progem som skattar raketens h6jd 6ver marken som funktion av tiden for de forsta
5 minutrarnas fard. Skriv ut héjden vid 5 minuter.

(3) d) Ligg till satser eller beskriv detaljerat hur man plottar m(t) och y(t) i samma diagram. (Inga andra
kurvor skall plottas.)

P5. En askadare har fotograferat raketbanan vid fem tidpunkter under flygningen.

t= 12 23 29 35 41
y= 121 245 36.7 394 328

(2) a) Skriv ett Matlabprogram (eller beskriv noggrannt en algoritm) som lagger ett lampligt interpola-
tionspolynom genom samtliga fem matpunkter. Berdkna vad polynomet ger for hojd vid ¢ = 4.

Kompisen filmade flygningen istéllet, 5 sekunder med 24 bilder per sekund. Nér de tittade pa filmen
upptéckte de att banan inte alls beskrivs av ett polynom utan i stéllet dr pa formen y(t) = yo + c1t +
et +af(t+1)

(") b) Skriv ett Matlabprogram (eller beskriv noggrannt en algoritm) som med minstakvadratmetoden och
samtliga filmrutor bestdmmer de okdnda parametrarna g, c1,c2 och a. Du far anta att samtliga
y-varden fran filmen redan finns i vektorn hojd.

Lycka till och gott fortsatt "nummande”!
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Kort forslag till 16sning

>k 3k 3k 3k >k 3k ok >k ok 3k %k koK Svar till DEL 1 >k 3k 3K 3k >k ok ok ok ok ok sk sk kosk sk k

Trapetsregeln och 3 delar pa fllo x%dx blir 346.5

Med kvadratisk interpolation genom tre punkter fas y(4) = 7/3 och y(3) = 2.
Beréknas lattast med Newtons ansats!

Tn1 = xn = f(2n)/f'(2n)

Linjar konvergens.
Ty skillnaderna ar Az = (0.36,0.21,0.12,0.07,0.04) och da blir kvoterna
(0.21/0.36,0.12/0.21,0.07/0.12,0.04/0.07) = (0.58,0.57,0.58,0.57) dvs alla ungefir 0.6.

(Testar man for kvadratisk konvergens far man (0.21/0.362,0.12/0.212,0.07/0.122,0.04/0.07%) =
= (1.6,2.7,4.9,8.2) vilket inte alls 4r konstant)

|
_ 2 | _ T,a_ (3 6 v, _ (13 (AT 14Ty, [ 8/3
A=1[1 :L'| =1 1 AA(G 18 ATy = 31 =c=(A"A)"Ab= 5/6

y(2.5) skattas till 4.0 och 3/(3.0) skattas till 16.5 (och y(3.0) till 7.5)
Med tex Storningsrikning skattas felgransen till 24%. (Med Min-o-Max snarare till 25%)

4 parametrar (ty det dr 4 parametrar i ett tredjegradspolynom).
MKYV minimerar euklidiska normen for residualen, » = b — Ac.

En fjarde ordningens differentialekvation skrivs om till fyra stycken forsta ordningens.
Var och en av dessa behover ett bygynnelsevarde.

En ickelinjar ekvation. Roten skall bestammas noggrannt: valj tex Newton-Raphsons metod: x,4; =
Tp — tn, dir t, = f(z,)/f (z,). Hir blir zp = 0 och tex f(r) = Kx(l — 2%) — e” och f'(z) =
K(1 — 2?) + Kz(—2z) — ¢® dir K = 8. For 7 decimaler maste man iterera tills |t,| 4r mindre &n
0.5-1077. (Detta &r en riitt siker skattning av felet om vi har kvadratisk konvergens.)

x=0;
t=1;
while abs(t)>1e-9;
f=Kxx* (1-x2) -exp(x) ;
d=K* (1-x2) +K*x* (-2*x) —exp (x) ;
t=f/d
X=X-t;
end;
rot=x

For z < 0 sa kan e® approximeras med 0. Nollstéllen till 0 = Kz(1 — 2?) &r ju x = 0 och z = +1, sa
den negativa roten torde vara vid x ~ —1.
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Ja. Daz — —oo sa gar f — —oo. Da x — 400 sa gar f — +oo. Funktionen f(x) maste alltsa ha ett
udda antal rotter. Vi vet om tva - sa det finns minst en till.

Hur paverkar osikra indata resultatet? Kollas med tex storningsrikning:

Med algoritmen i Pla bestams roten med K = 8. Kalla detta rotvarde xog

Bestam sedan rotens virde med genom att kora om algoritmen i Pla fast nu med K = 8.1. Kalla detta
varde xg

Osékerheten i rotvirdet pga den osékra konstanten skattas med Eiap = |Zs — Zost|, AVS & = Zost = Fitab
(Vi antar hér att Fiot = Frab + Etrank + Eber = Etap da vi ju bestdmt roten med minst 7 decimaler och
datorn réknar med 15-16 siffror).

Om vi betecknar integranden med f(z) och undre och 6vre grians med a respektive b sa blir trapetsregeln
1 1
T(h)h~{Ef(a)+f(a+h)+f(a+2h)+...f(bh)+§f(b)} med h=(b—a)/N

dar N ar det antal delar man delar upp intervallet i.

Med N =4 sa blir h = 0.4 och z = —0.8,—-0.4,0,0.4 och 0.8 dvs

T(0.4)=04- {%f(—O.S) + f(—0.4) + £(0.0) + f(0.4) + %f(OS)} med f(z) = cos(z? — 1)

Trunkeringsfelet skattas genom att jamfora med samma typ av berdkning men med dubbla stegléngden:
T(d=0.2)-T(d=0.4) _ 4

Erunk,7(d=0.1) = |T(d = 0.1) = T'(d = 0.2)| Detta &r en ritt siker skattning om Tta=0 1) —T(d=03)
Som framgar av P4c skall trunkeringsfelet avta med en faktor 4 sa vi forvantar oss att trunkeringsfelet
med steget d = 0.05 blir ungefar 0.0942/4 = 0.02355

Hégerleden #r ganska sma tal, s vi forvintar oss att 2 och y ér sma. D& giller att 22 < x och sin(r) ~ z
sa systemet kan forenklas till

2?2 + 5sin(y) = 0.5 5y = 0.5
. 2 =
3sin(z) —y* = 0.6 3z =10.6

med losningen x = 0.2 och y = 0.1, vilket &r en bra startgissning.

Ett ickelinjart ekvationssystem, loses bast med Newtons metod for system. Sitt z = (x y)T sa blir
iterationerna z,11 = Z, — t, dar t,, ar 16sningen till J(z,)¢, = f(Z,). I detta fall blir

z? + 5sin(y) — 0.5 2z 5 cos(y) . - 6 o "
f= <3sin(x) - 06 och J = Scos(z) -2y ) Tterera tills ||t,]| < 0.5-107° {6r 6 sékra
decimaler. (Detta dr en ratt sdker skattning av felet om vi har kvadratisk konvergens.) Startgissning
enligt P3a.

x=0.2; y=0.1;

t=1;

while norm(t)>1e-8;
f=[x*x+5*sin(y)-0.5;
3*sin(x)-y*y-0.6 |;
J=[2*x, B*cos(y);
3*xcos(x), -2*y |;
t=J\f;
disp(norm(t))
x=x-t (1) ;
y=y-t(2);

end;

rot=[x; y]
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P4a En andra ordningens differentialekvation blir tva stycken forsta ordningens. Infor hjalpfunktionerna u;
och us.

i = <Z;> — ' = <Z;) = (Qk.mf/;f Cd-|uQ|/m) med ¥ = <Z;E8§> - <(2)>

6 — 0.2t +0.2t% for t <5 0.4t — 0.2 for t<5
med m(t) = i och  m/(t) = .
10 for ¢ >5 0for t>5
P4b Eulers metod for tva hjalpfunktioner &r
Ulnt1 = Uip + hul, Ulnt1 = Uip + A2y 5
Uzni1 = Uzp + Aubn = Uopi1 = uan + h(—=g — k- m/(t,)/m(ty) — Cy/m(t,)|uzn|) med i = <0>

xn+1:xn+h $n+1:$n+h

o = <§) iy = (g k-m(to)/ml(LtQOO) - Cd/m(t0)|uzo|> N <090§gg7>

o (2 (00000 \ _ ( 2.0000 B B 3

= (_g —k-m(ty) /ml(?f) — Ca/m(t1)|uz1] ) N (—145?9383637)

_ _ 2.0000 —4.9333 . —0.4667 . . .
Uy = U1 +h Uy = (_49333) + 0.5 (—10.9867) = (—10.4267) to=t1 +h=05+05=1.0

(urséikta - det blev vildigt jobbiga siffror).

P4c En funktionsfil f6r derivataberikningarna och ett huvudprogram:

function uprim=dudt(t,u);
k=0.1; Cd=0.2; g=9.81
if t<5;
m=6-0.2*%xt+0.2*%t*t;
mprim=-0.2+0.4x*t;
else
m=10;
mprim=0;
end;

u0=[2; 0]
[tut, uut]= ode45(’dudt’,[0 5],u0);
hojd5=uut (end, 1)

P4d Lagg till foljande satser:

M=6-0.2*tut+0.2*tut.*tut;
Y=uut(:,1);
plot(tut,M,’r’,tut,Y,’g’)
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P5a For ett interpolerande polynom genom fem punkter far anséttas grad fyra.
t=[1.2; 2.3; 2.9; 3.5; 4.1];
y=[12.1; 24.5; 36.7; 39.4; 32.8|;
A=[ones(size(t)) t t.*t t.*t.*t t.*t.*t.*t]; % (Upphojt-till-hatten ville inte...)
c=A\y;
s=4;
hojd=c(1)+c(2) *s+c(3) *s*s+c(4) *s*s*s+c(B) *¥sksxs*s

P5b 5 sekunder med 24 bilder per sekund innebér 121 bildrutor. Vi séker virden pa fyra parametrar. Ett
overbestamt linjart ekvationssystem. Linjara MKV-problem 16ses med tex normalekvationerna.

t=[0:(1/24):5) ;

y=HOJD; % fanns ju redan
A=[ones(size(t)) t t.*t 1./(t+1)];
z=A\y;

y0=2z(1)

c1=2z(2)

c2=z(3)

alfa=c(4)



