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OH till Forelasning 6, Numme O1, 120208

GKN Kap 4.2. Ickelinjira ekvationssytem och Ickelinjira minstakvadratmetoden

Dagens termer

e Icke-linjara ekvationssystem e Newtons metod e Overbestéamda icke-linjira ekvationssytem
e Gauss-Newtons metod e Picard-iteration = e Jacobi-iteration e Gauss-Seidel-iteration

Linjara ekvationssystem
Exempel 1:

Ta = D00 = -0 ()-8

Ickelinjara ekvationssystem

Exempel 2:
z+2zy+3y> =0 f(zy)=0 . fz.y) = 2+ 22y + 3y°
5 == dér )
2%y =1 9(z,y) =0 9(z,y) =227y — 1
Taylors formel for en funktion av tva variabler
_ aof af h? 92 f 2hk O*f k? 02 f
_ of of

O—f(z,y)+h£(z,y)+ka—y(z,y) oL 2\ 1y i) b och k leder mot

0 0 — 7 O Rl stéillet!
0=g(.9) +h 3 (2.9) + k5 (9) o B ’ romEer

Min startgissning till 16sningen ar zo = —1 och yo = 1. Detta ger f(z0,y0) = 0 och g(z0,%0) = 1 och

J— 1+2y 2z+6y N 14+ 2y9 2z + 6yo ho\ [ —fo N 3 4 hoy (O
T\ 42y 222 420y 222 ko ]\ —go —4 2 ko ) \ —1
ho = 018181818~ 0.1818 [ 21 =20+ ho = —1+0.1818 = ~0.8182
ko = —0.13636364 ~ —0.1364 y1 =yo + ko =1—0.1364 = 0.8636

Nasta iterationssteg blir

8L (z1,11) 3—5(21,3/1) hi\ [ —f(z1,11) — 2.7273 3.5455\ (hy\ _ [ —0.006198
99 (21, 41) %Z(zl,yl) ki) \ —g(z1,y1) —2.8264 1.3388 ) \ k1 /]~ \ —0.1563
. hy = 0.0399 . 29 = 21 + hy = —0.8182 +0.0399 = —0.7783

ky = —0.0325 Yo = y1 + k1 = 0.8636 + (—0.0325) = 0.8312

och néasta iterationssteg blir
L(za,y2) FGo2)\ (ho\ [ —F(22,2) — 2.6624 3.4306\ [h2\ [ —0.0005688
%(227y2) g_Z(ZQ’yQ) kg o 79(22,]/2) 725875 1.2114 kg o *0006888

ho = 0.001896 N 23 = 22 + ho = —0.7783 4+ 0.001896 = —0.7764 . z = —0.7764 £ 0.0020
ko = —0.001637 Y3 = Y2 + ko = 0.8312 + (—0.001637) = 0.8295 y= 0.8295+0.0017
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Uttryckt pa ett mer kompakt sétt skulle Ex2 beskrivas z =x1, y =x2, f = f1, 9= fo h=1t1, k =ty och
_ 2] 2]
f—,(j) _ fl (IL‘) _ fl ($1, $2> _ xr1 + 2£L'1£L'2 + 3$§ J = 6_;{;1 a_af;; _ 1+ 2$2 21‘1 —+ 61‘2
fQ(IZ') f2($1,$2> 21‘%1‘2 -1 g—a{? g—a{z 4$1$2 21‘%

Newtons metod for icke-linjara system Newtons metod for en icke-linjar ekvation

Gissa startvektorn .

Forn=0,1,2,...
16s det linjara ekvationssystemet

S&tt S8 Tpi1 = Tn — In

Gissa startvardet zg.

Férn=0,1,2,...

berakna korrektionen

tn = fan)/f'(xn)

Satt sa  xpy1 = @ — ty

t?)

Avbryt da ||t,]| <e Avbryt da |t,| <e

% Newton for system % Newton for system % Vanliga Newton-Raphson.
x=[-1 1]7; x=[-1 1]’ X=...;

t=1; it=0; maxit=10; t=1; it=0; maxit=10; t=1; it=0; maxit=10;
disp(’ x f J t?) disp(’ x f J t?) disp(’ x f d

while norm(t)>1e-9 & it<maxit;
f=[x(1)+2*x (1) *x(2)+3*x(2) "2
2*xx (1) "2*xx(2)-1];

J=[1+2*x(2) 2xx (1) +6%*x(2)
4xx(1)*x(2) 2*x(1)°2];
t=J\f;

disp([x £ J t]), disp(’ ?)
x=x-t; it=it+1;

end;

if it<maxit;
losn=x

else
disp(’Ingen konvergens!’)
losn=[];

end;

while norm(t)>le-9 & it<maxit;
f1=x(1)+2*xx (1) *x(2)+3*x(2) "2;
£2=2%x(1) "2*x(2)-1;
f=[f1
£2]1;

df1dx1=1+2%x(2);
df1dx2=2*x (1) +6*x(2) ;
df2dx1=4%x (1) *x(2);
df2dx2=2%x (1) ~2;
J=[df1dx1 df1dx2
df2dx1 df2dx2];

t=J\f;

while abs(t)>1e-9 & it<maxit;
f= ...
d= ...;
t=£f/d;
disp([x £ 4 t])
x=x-t; it=it+1;
end;
if it<maxit;
rot=x
else
disp(’Ingen konv’)
rot=[];
end;

disp([norm(x) norm(f) norm(t)])

x=x-t; it=it+1;
end;
if it<maxit

end;

Néar systemet ar stort ar det ibland jobbigt att berdkna alla derivatorna.

(Fem obekanta och fem

ekvationer ger 25 derivator!). Da kan man anvinda Newtons modifierade metod d&r man, precis som i det
endimensionella fallet, skattar derivatan med en differens:

Newtons modifierade metod

Approximera
Zj S

i _ Ji2) ~ fit@)

k#j
k=

T

dar op + 8

|

och s ar ett litet tal
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% Modif Newton for system function f=funk(x);
x=[-1 1], f=[x(1)+2*x (1) *x(2) +3*x(2) "2
t=1; it=0; 2xx (1) "2*xx(2)-1];

disp(’ x f J t?)
while norm(t)>1e-10 & it<maxit;

f=funk(x) ;
s=1le-6; % Valj lagom litet!!! J=[1; s=1le-6;
xs=x; xs8(1)=xs(1)+s; fs=funk(xs); for i=1:length(x);
dfdx1=(fs-f)/s; xs=x; xs(i)=xs(i)+s; fs=funk(xs);
xs=x; xs(2)=xs(2)+s; fs=funk(xs); dfdxi=(fs-f)/s;
dfdx2=(fs-f)/s; J=[J dfdxil;
J=[dfdx1 dfdx2]; end;
t=J\f;
disp([x £ J t1), disp(’ ’)
x=x-t; it=it+1; function f=funk(x);
end; z=x(1); y=x(2);
if it<maxit; f=[z+2%z*y+3*y~2
2xz"2xy-1] ;
end;

x 1 2 4
Exempel 3: Givet tabellen Yy

bx

. Bestiam a och b sa att y = ae

Losningsmetod fran forelasning 5: Linearisera problemet Iny = Ilna + bx. Satt ¢y = Ina och ¢y = b.
Det overbestamda linjara ekvationssystemet blir

1 = . Iny, 1 1 o In3 0.6209 0= o — 1.8605
1 @ =|llny | =1 2 =1 In5 = c= | o4s70 ] =
1 a3 €2 Inys 1 4 2 In13 ' b=cy = 04872

Dagens metod: Nu har vi lart oss 16sa ickelinjara system:

ae’™ —y; =0 Vi skriver detta system f(a,b,Z,7) =0
aeb® —yy =0 Kom ihag att de obekanta ar a och b och inte x!
aeb® —ys =0 Vi l6ser nu systemet med avseende pa a och b.

Det som skiljer Gauss-Newtons metod fran Newtons metod for system ér att ekvationssytemet J t=far
overbestimt och alltsd méste 16sas med minstakvadratmetoden (dvs man 16ser JTJ £ = JTf).

Gauss-Newtons metod for icke-linjara 6verbestamda system

.. .. ) Gissa startvektorn ¢.
Lagg sokta parametrar i vektorn c.

Férn=0,1,2,...

Gi ctdata &1 (2 u0).
ivna matdata ar (z;, y:) 16s det 6verbestimda linjira ekv-systemet

Deﬁniera fi = f(é, T, yl) J(En)fn = f(én)

Definiera J;; = gf
J

Sitt S& Cny1 = n — In
Da blir algoritmen:
Avbryt d& ||t,]] <e
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I vart exempel 3 far vi

of of
" fi aeb® — Sa B eb@1 g el x X\,
=(3) =8 ) aem o) [ G e ) = [ )()-
f aeb® —y 9fs  Ofs eb®s  gqrgebTs X X 2
3 3 da ob 3

Gauss-Newtons metod ger oss a = 1.8840 och b = 0.4830. Resultatet &ar inte exakt detsamma som for
det lineariserade problemet. Det beror pa att vi egentligen hittar MKV-16sningen for olika problem, det
omskrivna lineariserade respektive det ursprungliga.

% Gauss-Newton % Modif Gauss-Newton
x=[1 2 4]’; y=[3 5 13]’; c=[1 1]°; c=[1 11°;
t=1; it=0; t=1; it=0;
disp(’ ¢ t?) disp(’Normer: c¢ f J t)
while norm(t)>1e-10 & it<maxit; while norm(t)>1e-10 & it<maxit;
a=c(1); b=c(2); f=funk2(c) ;
f=axexp (b*x)-y;
J=[exp(b*x) a*x.xexp(b*x)]; s=1e-6; 7 Valj s lagom litet!!!
t=J\f; cs=c; cs(1)=cs(1)+s; fs=funk2(cs);
disp([lc t]), disp(’ ?) dfdcl=(fs-f)/s;
c=c-t; it=it+1; cs=c; cs(2)=cs(2)+s; fs=funk2(cs);
end; dfdc2=(fs-f)/s;
if it<maxit; J=[dfdc1 dfdc2];
a=c(1), b=c(2)
else t=J\f;
disp(’Ingen konvergens!’) disp([norm(c) norm(f) norm(J) norm(t)])
a=[1; b=[1; c=c-t; it=it+1;
end; end;

if it<maxit
a=c(1), b=c(2)

function f=funk2(c); else

x=[1 2 4]’; y=[3 5 13]’; disp(’Ingen konvergens!’)
a=c(1); b=c(2); a=[1; b=I[1;

f=a*xexp (b*x)-y; end;

Notera att Jacobian-matrisen (derivata-matrisen) har fler rader &n kolumner. Antalet kolumner bestams
av antalet sOkta parametrar. Antalet rader bestdms av antalet givna métdata. Detta gor ocksa att vi bara
tycks behova sa manga derivator som vi har kolumner. Givetvis kan man dven hir anvinda sig av skattningar
av derivatan, se programmet till hoger ovan. Det utnyttjar funktionen nere till vanster. Matlab-program for
vanliga Newtons metod for system och Gauss-Newtons MKV-metod for 6verbestamda ickelinjara system ser
likadana ut! Hur kommer det sig?

Metoderna for icke-linjara system ar iterativa. De behover en startgissning som metoden sedan forbattrar
iterativt. Ligger startvirdena alltfor langt ifran 16sningen kanske iterationerna inte konvergerar. Det ar alltid
klurigt att hitta bra startvérden till ekvationssytem. Oftast forscker man forenkla ekvationerna, kanske dnda
till ett linjart ekvationssytem. Losningen till det forenklade systemet tar man sedan som startvarde. Nar
det galler Gauss-Newtons metod ar ett klassiskt satt att hitta startvarden att forscka hitta ett lineariserat
MKV-problem och l6sa det.
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