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DEL 2 Losningar
1. Ekvationsl6sning

a. Skissera i samma zy-koordinatsystem de tva kurvorna y = e* (1) och y =
0.5 —azx (2). Kurvan (1) skir y-axeln i punkten (0,1) och har hela tiden
positiv lutning. Den réta linjen (2) skiir y-axeln i punkten (0, 0.5) och har hela
tiden negativ lutning (a > 0). Fran figuren ser man att kurvorna skér varandra
i en punkt dir z < 0. Denna punkt ar just roten a.

b. xy11 =2, — (6" + ax, — 0.5)/(e"™ +a), xy= —0.2. MATLAB-program, se t
ex EXSamlingen Ex. 2.6.

c. Tpy1 = F(xy,). I vart fall 2,41 = 0.5 — ™. Konvergerar om |F'(«)| < 1. T vart
fall | — e7%2| ~ 0.8 < 1, dvs konvergerar.

d. Gor storningsrikning: Los forst problemet for a = 1.0 vilket ger rotvéirdet . Los
sedan problemet for a = 1.05 vilket ger rotvirdet ass. Eo = |a0 — aigy|.

2. Derivata-approximation

p

£1(0) = Dy (h)+O(h), dir Dy (h) = (f(h)—f(0))/h. D1(0.25) = (0.24—0)/0.25 =
0.96, D;(0.5) = (0.46 — 0)/05—092
(- )

. Lat Dy(h) = (— f(2h)+4f(h)—3F(0))/2h. D5(0.25) = (—0.46+4-0.24—0)/0.5 =
1 och Dy(0.5) = (—0.87 +4 - 0.46 — 0)/1 = 0.97

c. Trunkeringsfelen for formeln i a) blir |0.96—1.01| = 0.05 resp [0.92—1.01| = 0.09.
Felet ar (néstan) proportionellt mot h, dvs noggrannhetsordningen ar ett.

o

For formeln i b) |1 —1.01] = 0.01 resp |0.97 — 1.01| = 0.04. Felet minskar med
en faktor 4 nir steget halveras, dvs noggrannhetsordningen &r tva.

- Da(h) = (= (f(2)+2hf"(x)+(4h?/2) " (2)+O(h?))+4(f (x)+hf' (x)+(h?/2) /" (@) +
O(h?)) = 3f(x))/2h = f'(z) + O(h?)/2h = f'(x) + O(h?)

Q.

3. Foljande begynnelsevirdesproblem ir givet
a. Lat y; = u och y3 = u. D& erhalles systemet pa vektorform:
n=vy2, y0)=1 Go=-y1—y2+t, y2(0)=0

b. Eulers metod pé systemet i a) blir

(k+1) _ ( ) (k) (0) (k+1) _

. thy =1 g (- =+ t), B =0

Vifar gV =1405.0=1, y’ =0405-(—1-0+40)=—-05, =05
och efter annu ett steg y\2 = 1+0.5-(=0.5) = 0.75, y$¥ = —0.5+0.5-(—
0.540.5) = —=0.5, t2=1. Dvs %(1) = —0.5 med Eulers metod.



c. Tva olika metoder:

1) derivera integralrelationen sa erhalles (t) = u(t)? +u(t)?, 2(0) = 0. Lat
Y3 = z s fas en tredje diff.ekv till systemet i a): g3 = y§ +y3, y3(0) = 0.
Detta system av tre forsta ordningen diff.ekv kan 16sas med t ex ODE45.

2) Los forst systemet i a) med ODE45. Da erhalles 3 16sningskolumner; en
med t-viardena och tva kolumner med u- och u-virdena, bagge utraknade i de t-
viirden som anges i den forsta kolumnen. Lat kolumnen ¢ = (tg, 1, ta, .....,tx) 7,
dér t9 = 0 och ty = 10. Da fas med trapetsregeln z(tp) = 0, 2(¢1) = (t1 — to) -
(63 + 3)/2 + (13 +02)/2), 2(t2) = 2(t1) + (t2 — t1) - (u? +i3)/2 + (1 +
13)/2), 2(t3) = z(t2) + (t3 — t2) - ((u3 + 43)/2 + (u3 + 13)/2),.... Slutligen
plottas u(t) och z(t) som funktion av ¢ pa t-intervallet [0, 10].

4. a. Approximera integralen med trapetsregeln steget h si erhalles en summa T'(h, k)
med termer av typ he k¥ /(1 — z?) dir summationen gors dver i. I denna
summa ingar parametern k som enda obekanta. Los ekvationen T'(h, k) —0.5 =
0 med Newton-Raphsons metod (eller sekantmetoden).

b. 1) Berikna integralen med trapetsregeln med givet virde pa h i en slinga for
olika virden pa k i intervallet [0, K|, ddr K viljs s& att integralen blir mindre
an 0.5. Valj det k-viarde som ger ett integralvirde ndrmast 0.5.

2) (alternativ) Antag att e ke? 1 — kg2 /2 géller med hyfsad noggrannhet for
x 1 intervallet [—1,1]. Da kan vi bestdmma integralen analytiskt och far fram
en ekvation i k som ger ett varde k = 3.

c. 1) Ge en steglingd h 2) Ge k ett startvirde. 3) Infor en while-slinga som kor sa
linge som korrektionen till & dr stérre dn sig 107°. 4) For k-virdet bilda tra-
petssumman 7'(h, k) och dess derivata med avs pa k. 5) Gor Newton-Raphson
iteration, dvs uppdatera k. 6) Ga tillbaks till 3). 7) Nér korrektionen blivit
tillrackligt liten, ga till 1) och ge en mindre steglingd, t ex h/2. Kor slingan
2)-6) igen men anvind foregaende k-virde som startviarde. Avbryt nér skill-
naden mellan tva k-viarden fran tva succesiva h-viardenstegen blivit tillrackligt
liten.

d. Trunkeringsfel fran trapetsvirdena samt Newton-iterationerna. Felet fran Newton
kan goras godtyckligt litet i den inre slingan. Trunkeringsfelet fran trapetsvar-
dena kan ocksa goras godtyckligt litet om steget halveras tillrdckligt manga
ganger. Man kan &ven prova med extrapolation for att forbattra noggrannhe-
ten.



