Losningar till udda uppgifter i 6vningsexempel PDE

1. a) Variationsformulering av
—u" = f, 0<z<1, uw(0)=0, «'(1)=0:
Finn u € V = {v(z) : v(0) = 0, [, [v? + (v')%]dz < oo} si att

/ vdac—/fvdx Yv e V.
0

b) Apriori feluppskattning. Se boken.
c¢) Aposteriori feluppskattning. Se boken.

3. Utgar fran d’Alemberts formel
T+t

u(z,t) = %{uo(x —t)+ug(z+t)}+ %/ vo(s)ds.

—t

a) Finner att u(z,2) = 1 for < —2,u(z,2) = § for —2 < z < 2 och
u(z,2) =0 for z > 2, se figur.

1 1
b) Finner att u(x,2) = 5(—:13 —3) for -3 <z < =2, u(z,2) = §($ +1)

1 1
for -2 <z < —1,u(z,2) = §(x— 1) for 1 <z < 2,u(z,2) = 5(3—3:)
for 2 < x < 3,u(x,2) = 0 for 6vrigt, se figur 3b.

a) b)
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Figure 1:

c¢) En 16sning (finns fler) skulle kunna vara ug(z) = 1 f6r 1+8n < x < 3+
8noch —(3+8n) <z < —(14+8n),up(x) = —16r 54+8n <z < 7+8n
och —(74+8n) <z < —(5+8n),n=0,1,2,... ,uo(x) = 0 for Svrigt,
se figur 3c.

5. a) Multiplikation med u och integration i z-led ge
1 1 1 d
/ iudz — e/ e = o %l + e~ o (1)u(1) + 2/ (0)u(0)
0 0
= llull IIUII +ellu|* = / fudz < | f[[Jull,

1
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Figure 2:

d
dvs %Huﬂ < ||f]| som efter integration i ¢-led ger den sokta olikheten,
eftersom u = 0 for ¢t = 0.

Multiplikation med u och integration i z-led med % = 0 (&ven sista led
a)) ger

ellw|I* < [1£[M{lull-

Vi utnyttjar nu Poincaré olikheten ||u|| < ||u'|| och férkortar med
||u' || vilket ger den sokta olikheten. Poincaréolikheten foljer av att
= [ u/(s)ds, eftersom ju u(1) = 0.

Ekvationerna beskriver hur temperaturen u utveklas med tiden ¢ i ett
(endimensionellt) omrade 0 < x < 1 med given viarmeproduktion f
med randvillkoren att © = 0 vid x = 0 och att varmeflodet ¢ halls =0
(isolering) vid x = 1. a &r konduktiviteten.

Ekvationen ¢ = —au’ uttrycker att varmeflédet ar proportionellt mot
temperaturfallet per langdenhet, med en proportionalitetskonstant a
som beror pa det virmeledande mediet ifraga. Ekvationen for u erhalls
genom att betrakta ett godtyckligt intervall (a, b) i vilket tillford virme

per tidsenhet = fb fdz+q(a,t)— fb fda; fb ¢'dz maste vara
b

lika med accurmulerad varme per tidsenhet = — / udr = udz.

Eftersom intervallet var godtyckligt maste gélla att uw=f—dq fir alla
0<z<l1.

Betraktar ett fall med tva rumsdimensioner med koordinater z,y.
ou Ou
ox ay
randvillkor 6vergar i ¢ -n = 0, dar n ar en given normalvektor till
randen for det aktuella omradet. Sjalva varmeledningsekvationen blir

. 0 [ Ou d ( Ou
=f-a <a8_x> - 8y( ay) kortare skrivet som @ = f—V - (aVu).

Virmeflodet ges nu av ¢ = —aVu = —a( ) och motsvarande



—Au=1, iQ
u=0, pal

Multiplicera (1) med v € Hy(2) och integrera:
/ Vu - Vo = / v
Q Q
Variationsformulering:

Finn u € H}(Q) s.a. Jo Vu-Vu= [ v, Vv € Hj(Q).
FEM: Finn U € V) s.a.

FinnU € Vs.a / Vu-Vv = / v, Vv € V) (2)
Q Q

V¥ = {v : v styckvis linjar och kontinuerlig pad Q,v =0 pa " } pa tri-
anguleringen i figur 9a:
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Figure 3:

En bas for V;) utgors av {O;};_;, dir O; € V2, O1(N;) = 1.
Ansatt

U=¢&0, (3)

(2) ar ekvivalent med: Finn U € V) s.a.

/QVU-VOlz/QOl (4)



Insdttning av (3) i (4) ger

51/V01-V01:/01
Q Q

a11é1 = by
19
an:/VOl-VOlz...:4,b1:/01:G-2—:1
Q 0 3
Svar: Styvhetsmatris: A = [a,] = [4]
Lastvektor : b=[h]=[1]
I—l
2
r, N, N,
(0] r,
rl 2 1
b)
Figure 4:

Def: V={v:ve H(Q),V=0pal;}
Multiplicer (1) med v € V och integrera:

/VU'V?J—/a—uU:/VU-V?J:/’U,
Q r on Q Q

tyv=0pal; och?—ZzOpéPQ.
Variationsformulering:

Finn u € V s.a. /Vu-Vv:/v, Yo e V.
Q Q
FEM:

Finn U € V}, s.a. / VU -Vuv = / v, Yv e, (5)
Q Q

(Vi = {v : v styckvis linjar och kontinuerlig pa Q,v =0 pa I'1}, pa
trinaguleringen i fig 9b).

En bas for V;, utgors av {O;}7_,, dir O; € Vj, i = 1,2 samt O;(N;) =
dij, 1,5 =1,2.



Nu ar (5) ekvivalent med:

Finn U € V}, s.a. /VU -VO,; = / 0;,1=1,2. (6)
Q

Q

2
Ansitt U = ijOj. Inséttning i (6) ger

7j=1
2
Zgj/voj-voz:/o,-, i=1,2
=1 Q Q

AE=b

1
m:/@=L@=/@:—
(9} Q 2

a1 = V01 - V01 = 4, oo = / VOQ - VOQ = 2,
Q Q

a12:a21:/V01-V02:—
Q

Svar: Styvhetsmatris: A = [ _11 _é }

1
Lastvektor: b= [ 1/2 }

11. a) Metoden bygger pa att

bl b pl b
/ / wvdxdt + 6/ / u'v'dzdt = / fudzdt,
a 0 a 0 a

for v sadana att v(1,¢) = 0. Ansétter for t,, ; <t < t, en approxima-
tiv 16sning

Uz, t) ZUM&,

dar ¢; ar den kontinuerliga styckvis linjara hattfunktionen som ar =1
i noden xj = j/m och = 0 i 6vriga noder. Soker sedan (med givna €
och f) U, ; sadana att

/(U U,_ 1¢de+/t /U’qsd:cdt_/ /tqﬁzdxdt



dvs vektorn U, = {U, ;} sadan att MU,+SU, = MU,,_,+B, dar M &r
den tridiagonala massmatrisen med element 2h/3 pa diagonalen, med
undantag av det forsta diagonalelementet som blir /3 motsvarande en
halv hatt, samt h/6 pa sub- och superdiagonalerna, och dér styvhets-
matrisen S har element 2/h pa diagonalen, med undantag av det férsta
som blir 1/h, samt —1/h pa sub- och superdiagonalerna. Vektorn
t 1
" b1 +1 .
B har elementen / tidxdt = k% = (£ — 2 )h, dir
tn—1 40
k = t, — t,_1 ar tidssteget, och h = 1/m &r rumssteget. Det forsta
elementet i B ar hilften sa stort motsvarande en halv hatt.

Koefficienten U, o i ansatsen ar nu kand och ar =7. Dvs en 7-multipel
av forsta kolonerna i matriserna M och S kan subtraheras fran bada
led, varefter forsta ekvationen kan stryckas.

Lat 1, o vara de styckvis linjara kontinuerliga basfunktionerna som
ar =1 i nod 1 resp. 2 och =0 i 6vriga noder. Soker U = ujp; + usps
sa att

/VU-WZ:/M i=1,2.
Q Q

Beraknar

/ Vo, -V, = / Vi -V
Q AUBUCUDU...

:/AUB(_l).(_l)_,_O.0+/ 0-04+1-1+...

CubD

=4

Analogt,

/QV<p1-V<p2:/QVQDQ-Vgol=/A(—1)-1+0(—1)+/(—1)1+0-1:—1

B

/V%'V%: V<P2'V<P2+/ Vs -V, =4
Q AUB~——~—" JResten “——~—"

2 2
/f<p1=/ <p1+2/ <p1=§+2§=2
Q DUEUFUG HUAUBUC

3
:2-—:2
/wa 3
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Figure 5:

Uy

Styvhetsmatris — [ 4 -1 } [
U2

-1 4
b) Tillkommer basfunktion 3 (=1 1inod 3, =0 i dvriga).

} = { ; } « Lastvektor.

X2

n

= X1

Figure 6:

Beréknar/VS03'V90322,/V902-V903=/V903-V<P2=—1,
Q Q Q
1
fSD :2._
/Q T3
4 -1 0 Ui

Styvhetsmatris: | =1 4 -1 U, | =
0 -1 2 Us

Wl N N



15.

17.

Metoden bygger pa att

b
/ / uvdazdt—i—/ / u'v' 4+ v d:cdtz/ 20vdxdt,

for v sadana att v(0,t) = 0. Ansétter for ¢,y < ¢t < t,, en approximativ
16sning

U(z,t) = [{2_1(.@1/)”_1(75) + Un(7)n(t),

T) = Z Un,j®j ()

dar v, och ¢; ar de kontinuerliga styckvis linjara hattfunktionerna i ¢- resp
z-led som ar =1 i noden t, resp z; = j/m och =0 i 6vriga noder. Soker
sedan U, ; sadana att

1 1 1
/ / Uqbid:vdt-i—/ / (U@, + Ug;)dxdt :/ / 20¢;dxdt,
I, JO I J0 I, J0

dvs vektorn U, = {U, ;} sadan att

MU, — MU,_; + SS(Un +Un1) + gM(Un +U,_1) = B,
dvs (M+.S+EMU, = (M—£S—EM)U,_1+B, dir M ér den tridiagonala
massmatrisen med element 2h/3 pa diagonalen, med undantag av det sista
diagonalelementet som blir 4/3 motsvarande en halv hatt, samt element
h/6 pa sub- och superdiagonalerna, och dér styvhetsmatrisen S har element
2/h pa diagonalen, med undantag av det sista diagonalelementet som blir
1/h, samt element —1/h pa sub- och superdiagonalerna. Vektorn B har
elementen B; = [, [ 20¢;dwdt = 20kh resp By, = 10kh, dar k = t,—t,_,

ar tidssteget, I, = (t,_1,t,) och h = 1/m &r rumssteget.
a) Vi har att

|Au|)® = /Qu?w + Uy, + 2Ugglyy.

Partiell integration forst i y-led och sedan i z-led ger

/ UggUyy = / UggUyTy — / Uggylly = / Ugg Uy Ty — / Ugy Uy Ny + / UgyUsgy-
Q r Q r r Q

dir n = (ng,n,) ar den yttre enhetsnormalen till randen. Pa den del
av randen dér n, # 0 (tak och golv) géller u,, = 0, eftersom u = 0, och
s& den del av randen dér n, # 0 géller u, = 0 av samma skél. Detta
ger alltsa att [, UzgUyy = [, UsyUsy Vilket ger den sGkta identiteten.
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0
b) I fallet % = 0 pa randen giller dar n, # 0 att u, = 0 och dar

ng # 0 att ugy = 0, eftersom u, = 01 y-led dar. Alltsa erhalles samma
resultat.

¢) Vihar [[ul]?> = [ju*A¢ = =2 [,uVu - Vé < 2maxg [Vl||ull||Vull,
varifran den 6nskade olikheten foljer med Cq + 2 maxq |V

19. Se boken.

21. a) Lat ¢; och ¢, vara basfunktionerna motsvarande de tva inre noderna
enl. figur 21a

Figure 7:

basen x hojden
3

2h 4h
/Q<P1 3 /Q€02 3

Beraknar Vi, och Vg, pa resp. triangel och finner

Enligt formeln for volymen av en kon erhalls

/VSDI'V%:47/V802'V<P2=4,/V§01'V<p2=—1.
Q Q Q

/Vuh-Vgoiz/l-goi i=1,2
Q Q

Dvs



dar uy, = Uy + Uspy kan nu skrivas

4 110 20
-1 4| U] _ 3
T B 2

4

Styvhetsmatris %
T
Lastvektor

b) For felet géller nu
IV (= un) || < CillhR]|,

dar ||-|| &r L2(£2)-normen, C; en interpolation konstant, h elementstor-
leken, och

R+ |Ry| 4+ Ry ér residualen.

[Vual|

Tk, dar [VUh] ar

R, = f + Auy pa resp. triangel, Ry = max
hoppet i Vuy, tvars randen 0K av triangel K.

c¢) For Ly-normsfelet giller
lu — unll < Gillh*R||.
d) for kvadratiska elementfunktioner géller
IV (u = un) || < CillhR]|,
precis som for linjara, men R kan nu vintas vara mindre.
23. a) Utvidgar ug och vy udda, dvs sitter ug(x) = —uo(—2x) for z < 0, u(x) =

u(z) for x > 0, analogt for v. d’Alemberts formel ger nu 16sningen

1 z+ct
u(z,t) = 5{110(:1; —ct) +Ug(z +ct)} + 2—0/ Uo(s)ds
T—ct

1 T+ct
E{uo(x —ct) +ug(x +ct)} + % / vo(s)ds,  for x > ct,

c —ct

1 x+ct
5{—u0(ct —z) +up(z+ct)} + 2—/ vo(s)ds, for x < ct.
CJet—z

1 1 ct
Finner speciellt att u(0,t) = 5{—uo(ct) +ug(ct)}+ % / vo(s)ds =0
CJet
som Onskat.
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b) Ansitter (for < ct) modifierad 16sning w(z, t) = u(z,t) + ¢(z — ct),
vilken vi vet loser ekvationen @ = c?w”.Soker nu ¢ si att w(0,t) =

u(0,1) + B(—ct) = g(t), dvs o(—ct) = g(t), dvs d(s) = g(-5/0).
Lésningen modifieras alltsa for z < ct till u(z,t) + g(t — x/c).

25. a) Variationsformuleringen av problemet blir

/Vu-Vv:/ qgu,
Q I'y

for alla v sadana att v = 0 pa I'p. Subtraherar motsvarande relation
for U och v € V}, och erhaller felekvationen

/QV(u—U)-VUZO,

for alla v € V},. Far nu

V(0 — D)2 = / V(u—U) V(u—U) = / V(u—U)-V(u—10)
Q Q
<|[[V(u =)V (u—=v)ll,
for alla v € V},, varav den sokta olikheten foljer.

b) Visar |[(u—v)'|| < ||hu"||. Pa delinterval i géller (u —v)'(z) = fg(u -

v)'= [ Z u”, for nagon punkt &; i intervallet, enligt medelvirdessatsen.

Det foljer att

=@l < [ o< (/)(/w =h(/u)

dvs

Summation over ¢ ger
Il = v)'[* < [|hu"|I%,
vilket ger den sokta olikheten.
27. Istallet for uppg. 27 i listan: Betrakta:

?u  0%u
TR VM ACNECAL
( )8$% * 0x2 f

dar M ar en positiv konstant
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a) Antag att M < 1, 16s ekvationen i R? med f = g(z)dy(y) déar:

1 forlz| <1,
g(w)={ i

0 forlz| >1

och 6y(y) ar en deltafunktion.
Ledning: Elementérlosnig till —A gea i R? av:

E(,y) = — log ——
STV e

b) Antag att M > 1, 16s ekvationen i 6vre halvplan (y > 0) med f =0
och foljande randvillkor

0
u=g(z), fory=0, a—ZzO, for y =0,
dér g(x) ar given i deluppgift (a).
c) Bevisa att E(z,y), givet i ledningen till (a) dr verkligen en elementér-
16sning till —A i R%.

Losning: Betrakta

0?u  0%u
1-M*)"s + — =
( )ax% + 0x2 /
a) M <1
Gor variabelbytet
xll = 1_1M2(E1
Th = Z9
o 1 0 o 0
Ooxr,  /1— M20z,’ Ory Ozl
| 0? o> o
0z2 1 — M2 9z'> oxs  Ox'2
=
0%u  0%u

12 12
ox'y 07’5

dar f(zy,25) = g(x1)d(x5) och

1, for |z]] < 1_1M2
g(zh) = 1
0, for |$’1| > NEvel
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1
1 [V
= [T 0 (161 #) - (a1,0)1) o]
Vi

!

u(zy,23) = “(\/121Wa Zz) ger sedan u = u(z1, 2).

b)
0%u 0%u
v _ - _g
oz~ M =55
Satt c=vM?2 -1

4
Pu  ,0%u
IU 2% 0, >0
03 ¢ Oz? T

S u=g(x1), Ty =0
ou
— =0, o =10

. alEQ 2

d’Alemberts formel ger

1
u(wy, ) = 3 (g(xl —cx9) + g(x1 + C$2)>, To >0

c) se boken.

29. Bevis: Se kurslitt.

1

a(v,w) = /QVU -Vwdz —|—/0 v(0, s)w(0, s)ds, = (0,1) x (0,1)

L(v) = /vadx, [ € Ly(R)
V =H(Q)
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Figure 8:

a(-,-) bilinjar och L(-) linjar klart

/v —// (t,s)*dsdt = // (0,5) + /—( s)dt'dsdt <

2
<2 // (0, ) dsdt+/ /[/ 815’ dsdt}
1l 1
L =/ / v(0, s)zdsdt:/ v(0, 5)%ds
o Jo 0

I = / / s)dt'’dsdt < / /[ / V2dt'\dsdt =

! 2dt'ds</VU Vo
/0 O at,( 5)

/Qv <2(/w Vv+/olv(0,s)v(0,s)ds)

a(v,v) = VU-VU+/ v(0, s)v(0, s)ds

1 1 1
23 Vv-Vv—i—Z/QUZZZHUH%,

1
la(v,w)| < |/ Vv - Vw| + |/ v(0, s)w(0,s)ds| < ¢ — s <
Q 0

1 1/2 1 1/2
< ol v + ( / v(0,9%s) " ( / w(0,5)%ds) "

14
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MA

Men v(t, s) = v(0, s) +ftgt”, s)dt'

=

(0, 5)?

t ov ?
2<u(t, s)? + [/ —(t, s)dt'} ) <c—-s<
o ot
1
< 2<v(t, s)2+/0 %(t’,s)Zdt')

Integrera (8) fran ¢ = 0 till ¢t = 1:

0(0, 5)? < 2(/011)(7:, s)%zt+/01 gt,(t s)%zt) )

Integrera (9) fran s = 0 till s = 1:

/ 032ds<2<// tsttds—i-// dtds)_
< (/v +/w w>—2||v||v

(/Olv(o,s)2d5> - < V2[|olly

(8) ger dirmed att

la(v, w)| < ollvllwlly + V2lullvv2lwly = 3llv]lvlwly
1L(v)| = | vadw| < llza@llvllza@) < [ llzo@llvllv

-.» Forutsattningarna till Lax-Milgram ar uppfyllda.

15



