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1 Einleitung

In vorliegender Arbeit werden Verfahren zur Losung der Plattengleichung
A*u = fin 02, (1.1)

mit Randbedingungen
u = Opu = 0 auf 002g,
u= M(u) =0 auf 92, (1.2)
M (u) = N(u) = 0 auf 002p,

verglichen. Dabei sei
M(u) = Au— (1 —0)0?u, N(u) = 0,Au— (1 — 0)0?0,u.
Wir beschranken uns auf die Betrachtung von Polygongebieten (2.

Zur Losung der Plattengleichung mit der Methode der Finiten Elemente (FE) werden fiir
konforme Methoden endlichdimensionale Teilriume von H?(§2) betrachtet. Es ist daher
notwendig, dass stiickweise polynomiale Funktionen global stetige erste Ableitungen — auch
iiber Kanten der Zerlegung hinweg — haben. Fiir einen konformen FE-Ansatz sind daher
Polynome vom Grad > 3 notig, damit diese Bedingung erfiillt ist. Wir werden auch den
Ansatz verfolgen, geeignete endlichdimensionale Rdume zu analysieren, die keine Teilrdume

von H?({2) sind. Ein solcher Ansatz liefert sogenannte nichtkonforme Methoden.

Zuerst werden wir ein konformes Verfahren zur Lésung von und betrachten. Diesem
liegt ein Element von Bogner, Fox und Schmit, vgl. (Bogner u.a.), zu Grunde, das stetig
differenzierbare Uberginge auch iiber Zellkanten hinweg ermdglicht. Hierbei werden wir einen
Finite-Elemente-Raum erhalten, der ein Teilraum von H2(2) ist. Das verwendete Element

und eine Analyse dazu ist in (Ciarlet| 1987)) zu finden.

Die Anforderungen an die Differenzierbarkeit wollen wir abschwéchen und ein nichtkonfor-

mes Verfahren basierend auf dem Adini-Element untersuchen. Dieses Element realisiert nur



1 Einleitung

Stetigkeit iiber Kanten der Zerlegung hinweg, nicht aber punktweise stetige Differenzierbar-
keit. Damit werden wir als Finite-Elemente-Raum keinen Teilraum von H?(2) erhalten. Wir
werden sehen, dass dieses Verfahren nicht immer mit dem konformen Verfahren vergleichbare
Konvergenzordnungen in der L?- und der H'-Norm liefert. Die Analyse fiir das Adini-Element

ist in (Lauscaux und Lesaint|1975) zu finden.

Als drittes wird obiges Problem , mit einem Interior-Penalty-Verfahren geltst. Dafiir
werden wir ein stetiges Element verwenden und die globale stetige Differenzierbarkeit und
die Randbedingungen tiiber die variationelle Formulierung erzwingen. Die Einfiihrung von
Straftermen sorgt dafiir, dass das Verfahren eindeutig l6sbar ist. Dieses Verfahren wurde
beschrieben in (Brenner und Sung|2005). Wir werden untersuchen, wie die Konditionierung

der Matrizen und der Fehler vom Strafparameter abhéngen.

Abschlieflend entwickeln wir ein abgewandeltes Interior-Penalty-Verfahren basierend auf
dem Adini-Element. Dies wird die Stetigkeit {iber das Element realisieren und die stetige

Differenzierbarkeit tiber die Bilinearform erreichen.

Es ist moglich, die Plattengleichung mit gemischten Verfahren zu l6sen. Diese Verfahren zur
Losung der Plattengleichung werden in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet. Ndheres dazu ist
in (Rannacher|2001) und (Braess||1997) zu finden.

Ziel dieser Arbeit ist es, die genannten Verfahren unter verschiedenen Gesichtspunkten zu
analysieren und zu vergleichen. Das obige Problem wird auf Gebieten im R? mit Schlitzen
oder einspringenden Ecken gel6st. Bei den verwendeten Verfahren werden wir darauf eingehen,
ob diese auch bei singuldren Losungen anwendbar sind. Sollte das der Fall sein, sind wir daran
interessiert, wie gut die auftretenden Singularitdten in der Losung von den jeweiligen Methoden
reproduziert werden. Auflerdem wird der Rechenaufwand der einzelnen Verfahren betrachtet.
Dazu wird untersucht, wie viele Freiheitsgrade benttigt werden, um dieselbe Genauigkeit zu

erzielen. Aulerdem wird analysiert wieviel cpu-Zeit die einzelnen Verfahren benétigen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitel 2] werden wir die in dieser Arbeit verwendete
Notation einfiihren und die verwendeten Rédume vorstellen. Eine Herleitung der Gleichung und
der Randbedingungen wird in Kapitel [3] gegeben. Dort wird auch Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen gezeigt. Sehr wichtig fiir die spétere numerische Berechnung ist die Betrachtung
der Regularitat von Losungen. Dazu werden wir die Ergebnisse aus (Melzer und Rannacher
1979) und (Blum und Rannacher||1980) verwenden. Grundlegendes zur Diskretisierung des
kontinuierlichen Problems werden wir in Kapitel [4] einfithren. Diskrete Ansétze zur Losung
der obigen partiellen Differentialgleichung mit entsprechenden Randbedingungen ([1.2))



werden in den einzelnen Abschnitten vorgestellt. Zuerst werden wir einen konformen biku-
bischen Ansatz mit einem C'-Element in Abschnitt angeben. Danach werden wir einen
nichtkonformen Ansatz mit dem Adini-Element in Abschnitt diskutieren. Ein weiterer
diskreter Ansatz, den wir untersuchen werden, ist das Interior-Penalty-Verfahren. Dies wird in
Abschnitt [£.4] analysiert. Abschlieflend stellen wir ein abgewandeltes Interior-Penalty-Verfahren
vor, das auf dem Adini-Element basiert. Dies wird in Abschnitt [£.5] thematisiert. Es werden
jeweils die Finiten Elemente mit den zugehorigen Finite-Elemente- Ansatzrdumen vorgestellt.
Danach fithren wir fiir jedes Verfahren eine Fehleranalyse durch. Abschliefend stellen wir
fiir jede Methode die Vor- und Nachteile zusammen, sofern diese dann schon erkennbar sind.
Nachfolgend werden wir in Kapitel [5] numerische Rechnungen, die mit den vorgestellten

Methoden durchgefiithrt wurden, vergleichen.

Alle im Rahmen dieser Diplomarbeit aufgefithrten Berechnungen wurden durchgefiitht mit der
Finite-Elemente-Software deal.IT (Bangerth u. a.|2006). Die berechneten Losungen kénnen mit

Hilfe der Software VisuSimple (Dunne und Becker|2006; [Becker u. a.) visualisiert werden.

Abschlieflend werden wir in Kapitel [6] die Ergebnisse zusammenfassen und Schlussfolgerungen
daraus ziehen. Wir ermitteln, welches der angesprochenen Verfahren den Anforderungen am
besten gerecht wird. Aulerdem geben wir noch einen Ausblick, was weiterhin Gegenstand von

Forschungen sein konnte.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Professor Dr. Rannacher fiir die gute Betreuung wéhrend der
Anfertigung dieser Arbeit danken. Auch gilt mein Dank Herrn Professor Dr. Guido Kanschat
fiir die Betreuung, sowohl bei theoretischen wie auch praktischen Fragen. Weiterhin bedanke
ich mich bei der Arbeitsgruppe Numerik an der Universitiat Heidelberg fiir viele hilfreiche
Diskussionen. Vielen Dank mdéchte ich Herrn Professor Dr. Wolfgang Bangerth sagen, der mir

oft bei Fragen zur Software mit Rat und Tat zur Seite stand.






2 Notation

In diesem Kapitel werden wir die verwendete Notation bereitstellen und die Funktionenrdume

einfithren, die wir verwenden werden.

Wir betrachten Polygongebiete 2 C R? mit Rand 0f2. Mit n werden wir den Auferen
Normaleneinheitsvektor von 92, mit t einen Tangentialvektor an 9f2 bezeichnen. Punkte im

R? werden mit # = (21, 72) bezeichnet. Wir betrachten Funktionen

u: 2 — R,

x = (r1,22) — u = u(z) = u(xy, x2).

2.1 Ableitungen

Wir schreiben fiir Funktionen u(z) bzw. u(x1,z2) partielle Ableitungen verkiirzt als

_ Ou
N 81‘2"

oiu i=1,2.

Analog schreiben wir fiir hohere Ableitungen 0Fu, bzw. 97 8jqu.

2.1.1 Gradient und Divergenz einer Funktion

Mit Hilfe des Nabla-Operators konnen wir den Gradienten einer skalaren Funktion und die

Divergenz von vektorwertigen Funktionen definieren:
gradu = Vu := (O1u, Oou, . . ., Oqu)t,

d
divu=V - -u:= Z&ul
i=1



2 Notation

Dabei wird fiir einen Vektor 5 € R¢ die Ableitung in Richtung 3 bezeichnet mit Ogu = B-Vu,
analog die Ableitungen 0,u = n - Vu bzw. d;u = t - Vu in Richtung der duleren Normalen
bzw. einer Tangente entlang des Gebietsrandes 9f2. Mit V™ u bezeichnen wir den Tensor aller

partiellen Ableitungen der Ordnung m von u, z. B. in zwei Dimensionen

V2u = (0 u)itjm2.

2.1.2 Laplace-Operator und biharmonischer Operator

Mit den vorherigen Definitionen kénnen wir den Laplace-Operator und den biharmonischen

Operator definieren:

V- (Vu) = Au = d%u + d3u,
A(Au) = A%u = 0tu 4 20°03u + dju.

2.2 Funktionenraume

Im Folgenden fithren wir die Funktionenrdume, die wir spéter verwenden werden, ein.

2.2.1 Die Rdume C(£2), C™(12), C°(£2)

C(02) bezeichnet den Raum der stetigen Funktionen auf (2. Dieser ist versehen mit der

Maximumnorm

vollstdndig und somit ein Banach-Raum. Fiir m € IN ist C"(§2) der Raum der in {2 m-mal

stetig partiell differenzierbaren Funktionen. Damit gilt fiir den Raum C°°({2)

C®(2):= ) C™(1).

meN

In C§°(£2) sind alle Funktionen in C*°(2), die einen kompakten Trager in (2 haben.



2.2 Funktionenrdume

2.2.2 Der Lebesgue-Raum L?({2)

Wir bezeichnen mit L2(§2) den Raum der im Lebesgueschen Sinne iiber {2 quadratintegrablen

Funktionen. Diesen versehen wir mit dem Skalarprodukt und der zugehoérigen Norm:

1
(wo)o = [wv dw. Julzo = (w0
2

Der Raum L?(£2) ist mit der obigen Norm vollstindig, und somit ein Hilbert-Raum. Besteht

keine Gefahr fiir Verwechslung, so schreiben wir (u, v) anstatt (u,v)q.

2.2.3 Die Sobolev-Raume H™({2)

Mit H™(§2),m € IN, bezeichnen wir den Sobolev-Raum mit verallgemeinerten Ableitungen
bis zur Ordnung m in L?({2). Diese Réume sind versehen mit den Skalarprodukten und den

zugehorigen Normen
m 1
(VEu, Vo) = [ Vuvho da, [ullmia) = (3 1V*ul?)®

vollsténdig, also Hilbert-Rdume. Wenn keine Gefahr fiir Verwechslungen besteht, schreiben

wir [[ul|gm oder |ul[;, anstatt ||ul|gm (o) und H™ statt H™({2).

Die Sobolev-Raume H{*({2)

Wir definieren die Sobolev-Raume Hy*((2) wie folgt:
Hy'(2):={ue H"(2)| Fu, € CF(N2) : |ju— ugl[gm — 0 (k — 00)}.

Speziell werden wir die Riume HE(£2) und HE(£2) benétigen. Deshalb geben wir noch eine

dquivalente Charakterisierung:
H§(2) = {u € H'(2) | u =0 auf 002},

H3(2) = {u € H*(2) | u = dpu = 0 auf 89}.

In (Adams und Fournier|2005) unter 5.37 wird die Aquivalenz fiir Gebiete {2 mit Lipschitz-Rand
gezeigt.



2 Notation

2.2.4 Polynomriaume

Fiir eine Diskretisierung unseres Problems verwenden wir Polynomridume. Deshalb geben wir

folgende Definitionen fiir Polynome in R?:

Py = {p(ﬂﬁ) = Oéijxlix%} Qr = {Q(JE) = > Oéz‘jiﬂzifﬁg}-

0<i+j<k 0<1,5<k



3 Problemstellung

Dieses Kapitel gibt einen Einblick in die physikalische Theorie der Plattengleichung. Wir
werden aus den physikalischen Gesetzen die Differentialgleichung und die zugehorigen Randbe-
dingungen herleiten. Auflerdem werden wir Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zeigen

und Resultate zur Regularitat von Lésungen angeben.

3.1 Theorie der Biegung diinner Platten

Unter einer diinnen Platte wollen wir einen elastischen Korper verstehen, dessen Mittelflache
ein Gebiet {2 in der (z1,z2)-Ebene einnimmt und dessen z3-Dicke d konstant und klein ist

d < 1. Die betrachtete Platte ist isotrop und homogen.

A

T3

Abbildung 3.1: Dreidimensionales Bild einer vertikal belasteten Platte

Das urspriinglich dreidimensionale Problem lasst sich somit auf ein zweidimensionales re-

duzieren. Die Auslenkung der Platte durch die Kraft f geschieht nur noch in zs3-Richtung,
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vergleiche Abbildung Wir bezeichnen die Auslenkung mit u(z) = u(x1, x2). Wir beschafti-
gen uns in dieser Arbeit mit der auf Kirchhoff zuriickgehenden linearen Theorie, die nur kleine
Auslenkungen |u| < d betrachtet.

3.1.1 Potentialtheoretische Methode

Die folgende Herleitung der Plattengleichung und der zugehorigen Randbedingungen ist
entnommen aus (Rannacher||1976/77)). Die elastische Energie der Platte ist gegeben durch

Ip = 1 [ 18U 201~ 0)(@Pu0Ru — Pro) b
2

wobei o € [0, 1) die Querkontraktionszahl ist. Fiir die duflere Kraft gilt entsprechend
Jp=— / fu dx.
Q

Damit ergibt sich fiir die gesamte potentielle Energie der Platte folgende Gleichung;:

J=Jp+Jp= %/ {1au? = 2(1 - 0)(OFudFu — (D1050)?) - 2fu} da.
(9}

Die tatsdchliche Auslenkung u minimiert das oben angegebene Funktional unter allen ,zuléssi-
gen“ Funktionen aus H?(£2). Mit

d
%J(u"i_t@)‘t:o =0

erhalten wir die schwache Formulierung der Plattengleichung
(Au, Ap) — (1= 0) { (BFu, B30) + (B3u, 0p) — 2D, 01020) | = (f,9).  (3.1)

Fiir regulire Funktionen u € C*(2) gilt nach zweimaliger Anwendung des Integralsatzes von

Gauf}
(Au, Ap) = (Au, Onp)on — (VAu, V)

= (Au, 0np)an — (OnAu, p)an + (A%u, p).

Bemerkung 3.1. Der Integralsatz von Gauf} gilt auf Polygongebieten, d.h. auf Gebieten mit

(3.2)

Schlitzen oder einspringenden Ecken. Damit kénnen wir den Satz von Gauf3 auf alle in dieser

Arbeit auftretenden Gebiete anwenden.

10



3.1 Theorie der Biegung diinner Platten

Mit dem &uferen Normaleneinheitsvektor n = (n1,n2) und zugehorigem Tangenteneinheits-

vektor t = (ng, —nq) gilt

Ontp = n101p + n2dap,  Opp = n201p — n1Oap. (3.3)
Bei Beachtung von ||n|| =1 ist
010 = N10pp + n2lsp, o = nadnp — N10p. (3.4)

Unter Verwendung des Vektorfeldes

_ 2
" < Bap01Oqu + awaQu) (3.5)

—0190102u + D00

und den Gleichungen (3.3)) und (3.4) ergibt sich mit Hilfe des Integralsatzes von Gaufl

(03, 05¢) + (93u, 0%p) — 2(010ou, D109¢p) = /divw dx = /w -n do
2 o1

= —n1 (D2, D102u)a0 + n1 (D1, Du)an — n2(d1p, 0102u)aq + n2(dap, iu)ae  (3.6)
= (O2p, OO u)ag — (01, O102u) a0
= (871(;0& 8?”)39 - (8t90, 815871,“)8()-

Bei partieller Integration des zweiten Terms erhalten wir dann
(a%u, 8§QO) + (8§u, 8%@) — 2(010qu, 0102p) = (8t2u, Onp)an + (Q?anu, ©)on- (3.7)
Fassen wir alle bisher gefundenen Ergebnisse (3.1)) - (3.7) zusammen, ergibt sich

(A%u, 0) = (f,%)
+(Au, 9, p)a0 — (1 — 0)(07u, np)on
_(671Aua ()0)69 - (1 - U)(aganua 30)89 = 0.
Da ¢ beliebig gewéhlt war, konnen wir ¢ so variieren, dass die Randterme verschwinden. Es
ergibt sich notwendig im Innern des Gebietes die Plattengleichung (3.8]). Der Rand 02 von 2

sei in drei disjunkte Teile
02 =002 U0 UOSNp

zerlegt.

11



3 Problemstellung

Zu den Randbedingungen

u=0 auf 2 UJq,
8nu =0 auf 8(2E,

ergeben sich notwendig die natiirlichen Randbedingungen

Au—(1—0)0?u=0

auf 0f2¢ U 02k,
OpAu — (1 — 0)920u =0

auf 002p.

Die Auslenkung v muss notwendig folgender Gleichung geniigen

A?u=f in 0. (3.8)
Es kénnen somit Randbedingungen der folgenden Form auftreten:
u = Opu = 0 auf 002g,
u= M(u) =0 auf 92, (3.9)

M(u) =

N(u) =0 auf 02p,
wobei fiir o € [0,1)

M(u) = Au— (1 — 0)d%u, N(u) = Au— (1 —0)d20,u

sei. Dabei beschreibt die Bedingung auf dem Rand 0f2g eine eingespannte, auf dem Teil 0f2¢
des Randes eine gelenkig gelagerte und die Bedingung auf 0f2r eine freie Platte.

3.1.2 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Wir definieren mit Hilfe der variationellen Formulierung die Bilinearform

alu¢) 1= (Bu, Ag) = (1= 0) {(0Fu, 03p) + (05w, OFp) — 2On0u, 0udap) | (3.10)

Damit lasst sich das Problem (3.8) auch schwach mit Hilfe der Bilinearform formulieren.
Gesucht ist v € V, so dass gilt

a(u,) = (fip) VepeV. (3.11)

12



3.1 Theorie der Biegung diinner Platten

Der Raum der zuléssigen Funktionen V ist definiert als
V= {p € H*(Q)|p = dpp = 0 auf 025 und ¢ = 0 auf 902} (3.12)

Satz 3.1. Falls gilt |02g| > 0, ist die Bilinearform a(-,-) ist beschrankt und koerziv auf V,
d. h. es gilt
lau, )| < cllullzllell2;
() > Jull3

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass die Bilinearform beschrankt ist. Mit der Hélderschen Unglei-

chung gilt

la(u, )| < [(Au, Ap)| + (1 — 0)[(8Fu, 83) + (93u, 8ip) + 2(D102u, 1 020)|

< cffull2lll2-
Es bleibt also noch die Koerzivitit zu zeigen. Dies sieht man wie folgt:

a(u,u) = (Au, Au) — 2(1 — a){(@%u, 822u) — (0102u, 0102u) }
= ||&%u||® + || 03u||® + 2(1 — 0)||0102u)* + 20 (D3 u, D2u).

Unter der Verwendung der Youngschen Ungleichung 2ab > —(a? + b?) gilt
20(0Fu, 03u) > —o ([|0Full® + |3ull?)
Damit kénnen wir die Koerzivitiat der Bilinearform zeigen:

a(u,u) > (1= o0)[[0ful® + (1 = 0)[|05ul* + 2(1 — 0) | 010ul?
= (1-0)||V?ul*.

Wir kénnen die verallgemeinerte Poincarésche Ungleichung wegen [02g| > 0 auf v und Vu

anwenden. Damit gilt wegen o < 1 fiir ein ¢ > 0
lull3 < el V?ul* < 0 a(u, w).

Die Querkontraktionszahl o geht als Faktor in die Konstante v = % ein. O

Fiir den Beweis der Existenz einer eindeutigen Losung verwenden wir den Darstellungssatz

von Riesz. Um diesen anwenden zu kénnen, miissen wir noch zeigen, dass (f, ) stetig beziiglich

13
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der Norm ||-||2 ist. Es gilt

[(Fo)l < IIfHlell < ellell < cllell Vo e V.

Die letzte Ungleichung ergibt sich, da nur positive Terme addiert werden. Somit ist die

Stetigkeit |(f, ©)| < ¢|l¢|l2 gezeigt.

Satz 3.2. Fiir jedes f € L*(2) hat (3.11) eine eindeutige Lisung u € V, wenn gilt |082g| > 0.

Beweis. Wir haben bereits in Satz gesehen, dass die Bilinearform a(-,-) beziiglich |-|2
beschrankt und koerziv ist. Damit folgt nach dem Darstellungssatz von Riesz, dass (3.11]) eine
eindeutige Losung v € V hat. ]

Fiir die Fehlerabschatzungen werden wir ein Hilfsproblem einfiihren. Der Einfachheit halber

werden wir nur den Fall der rundherum eingespannten Platte, d. h. 02 = 9{2g, betrachten.

Definition 3.1 (Duales Problem). Gesucht ist eine duale Losung z € V, so dass fiir g €
H=*(£2), k=0 oder 1, gilt

a(p,z) = (9, ¢) in £2,

(3.13)
2=0,2=0 auf 942,

fir alle p € V.

Aussagen iiber das primale Problem tibertragen sich entsprechend auf das duale Problem.

3.1.3 Regularitit von Losungen

Beim Wechsel der Belegung der Randbedingungen und in den Eckpunkten kénnen Singulari-
téten in der Losung w des Problems (3.8]), (3.9) auftreten. Das Verhalten der Auslenkung in
diesen Situationen wurde in (Melzer und Rannacher|1979) und in (Blum und Rannacher [1980)

untersucht. In diesem Kapitel geben wir daraus Resultate iiber die Regularitat der Losung an.

Zur Untersuchung der Regularitit von Losungen betrachten wir ein Gebiet {2y, das in der
Umgebung eines kritischen Punktes liegt. Dies sind zum einen Punkte mit innerem Winkel
w # 180°, zum anderen Punkte, in denen die Randbedingung wechselt. Wir nehmen an, dass
jeder Randteil ein Stiick gerade verlduft und nur zu einer der Mengen 0f2g, 0{2¢ oder 0f2p
gehort. Es sind Winkel w zwischen den Schenkeln Iy und I5 erlaubt, fiir die gilt 0 < w < 2.
Wir verwenden die Polarkoordinatendarstellung (r, ) in Abbildung Untersucht wird das
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3.1 Theorie der Biegung diinner Platten

Abbildung 3.2: Kritischer Randpunkt

Verhalten fiir » — 0. Dabei konnen sechs mdogliche Randbedingungskombinationen auftreten:

E/E eingespannt/eingespannt,

E/G eingespannt/gelenkig gelagert,

E/F eingespannt/frei,

G/G gelenkig gelagert/gelenkig gelagert,
G/F gelenkig gelagert /frei,

F/F frei/frei.
Wir untersuchen im Folgenden die moglichen singulédren Bestandteile ug von wu:
ug(r,) =r*w(9), zeC.

Dabei geniigt ug der Differentialgleichung A%ug = 0 in £2p und entlang des Randes I} und I
den gegebenen Randbedingungen. Bei Transformation auf Polarkoordinaten gelangt man zu

einer gewohnlichen Differentialgleichung fir ¥(#), die vom komplexen Parameter z abhéngt:
DU+ (1222 —424+4) R+ (2 —42 440 =0, 0c(0,w).
Die Randbedingungen fiir § € {0,w} transformieren sich zu

¥ =0, Op0 +{02* + (1 — 0)2}¥ = 0, (3.14)
DpW = 0, 0T +{(2—0)2*> —3(1—0)z+2(1 — 0)}0p¥ = 0. (3.15)
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3 Problemstellung

Allgemeine Losungen sind im Fall z ¢ {0, 1,2}
WU (0) = c18in 20 + co cos 20 + c3sin(z — 2)0 + ¢4 cos(z — 2)6,

im Fall z € {0,2}
U(0) = c1 + 20 + c3sin 26 + ¢4 cos 26,

und im Fall z =1
U(0) = c1sinf + cofsin O + c3 cos O + c40 cos b.

Setzt man die Randwerte fiir 8 ein, erhélt man ein lineares Gleichungssystem fiir die Ko-
effizienten cy,...,c4. Dies hat genau dann eine nicht triviale Losung, wenn die zugehorige
Determinante D(z) der Koeffizientenmatrix K (z) in Abhéngigkeit des Parameters z verschwin-

det. Die schwache Losung v der Plattengleichung lésst sich in der Form

u(r,0) = Z apr® In(r)?(0) + ur(r,0)

1<Rez, <3

q=0,..., my—1
darstellen, vergleiche hierzu (Kondrat’ev|1967). Dabei sind z;, gerade die komplexen Nullstellen
der Determinanten D(z) mit Vielfachheiten my aus dem Intervall 1 < Rez < 3 und ay,

komplexe Konstanten. Aus der Darstellung
rk = r®%{cos(fr Inr) + isin(fx Inr)}, zr = ag + 0k,
kann man entnehmen, dass im Wesentlichen der Realteil von 2 die Regularitét von
agr? In(r)?,(0)

bestimmt. Da die schwache Losung beschrankte Energie hat, werden nur Singuléranteile mit
Re zi > 1 beriicksichtigt. Terme mit Rezp > 3 sind in dem reguléren Teil ur enthalten.
Explizit sind Werte fiir die Nullstellen zj in (Melzer und Rannacher||1979) angegeben. Wir
erwahnen nur Werte fiir Gebiete und Randbedingungen, die wir spiter verwenden in Tabelle
[B-I] Die angegebenen Regularititen sind minimale Regularitidten. Es ist moglich, dass die

Losung regularer ist.

Satz 3.3. Sei {2 ein beschrinktes Polygongebiet und sei der Winkel w in kritischen Punkten
kleiner als die folgenden Werte in Tabelle[3.9 In den Fillen E/F, G/F und F/F ist c = 0,3
gewdhlt worden. Fiir gegebenes f € H™'(2) besitzt die schwache Lisung von Problem (3.5),
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3.1 Theorie der Biegung diinner Platten

(3-9) die Regularitit v € V N H* und gendigt der a priori Abschitzung
g

lull ga-ray < cllfllm-1a)-

Beweis. Fiir den Beweis siehe (Blum und Rannacher|1980)).

(3.16)

O

Definition 3.2. Wir nennen ein Gebiet 2 HF-regulir, falls die Losung der Plattengleichung
fiir f € H=(£2), 1 =0 oder 1, in H*=!(£2) liegt und der a priori Abschitzung (3.16) geniigt.

Tabelle 3.1: Regularitit der Losung fiir f € L?(£2) in Abhingigkeit vom inneren Winkel und
von der Randbelegung

90° 270°  360°
E/E weH? uweH? weH:
E/G ueHY' uweH3 ueH!
E/F uweH® weHs ueH1
G/G ueH? we HS we H?
G/F uweH} weHs uweHi
F/F weHY uweHs weH:

Tabelle 3.2: Groflen innerer Winkel in kritischen Randpunkten

1=0 I=1
E/E 126, 283696 . . .° 180°
E/G 90° 126, 726699 . . .°
E/F 52,054347 .. .° 95, 349059 . . .°
G/G 60° 90°
G/F 51,123345...° 90°
F/F 77,753311...° 180°
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4 Diskretisierung

Fiir die numerische Approximation der Plattengleichung benétigen wir eine Zerlegung des
Gebietes (2 in Zellen. Wir betrachten im Folgenden nur Zellen, die Vierecke sind. Eine
vollstdndige Zerlegung unseres Gebietes (2 bezeichnen wir mit 7, wobei h der maximale

Durchmesser einer Zelle T ist. Damit gilt
=T
TeT),

Mit 7}, sei eine Zerlegung in abgeschlossene Zellen gegeben. Eine solche Zerlegung habe die

folgenden Eigenschaften, vergleiche (Rannacher|2001):

1. (Strukturregularitat) Je zwei Vierecke T' € 75, haben hochstens eine Kante oder einen

Eckpunkt gemeinsam.

2. (Formregularitit) Sei hr der Durchmesser und g7 der Inkreisradius der Zelle 7'. Dann
gelte

T
supmax — < ¢
h>0T€Tn OT

fir ein ¢ > 0.

3. (GroBenregularitit) Es gibt ein ¢ > 0, so dass

max hr < ¢ min hp.
TeTy, TeT,

Mit &, bezeichnen wir die Menge der Kanten in 7},. Ziel ist es, geeignete Ansatzriume zur
numerischen Approximation der Plattengleichung zu finden, d. h. wir suchen einen endlichdi-
mensionalen Raum V},. Dies ist bei den konformen Methoden ein Teilraum von V', wobei V'
ein unendlichdimensionaler Raum von zuléssigen Funktionen zur Lésung der Plattengleichung
ist. Fiir alle Berechnungen werden wir Finite-Elemente-Ansatzridume verwenden, die auf

Polynomrédumen P(T) auf den Zellen basieren:

Vi i={on € LX) | gnly € P(T),T € Tr} .
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4 Diskretisierung

Dabei treten volle Polynomraume oder Polynomraume, die als lineare Hiille spezieller Monome
definiert sind, auf. Die Schwierigkeit liegt nun darin, globale Eigenschaften zu realisieren. Dazu

geben wir folgende Definition:

Definition 4.1. Ein endlichdimensionaler Ansatzraum V}, eines Raumes V' heifit V-konform,
falls die Inklusion
VihCcV

gilt, andernfalls nichtkonform.

Um einen konformen Ansatzraum fiir die Approximation von Funktionen in V'
V= {p € H*(2)|p = Onp = 0 auf 925 und ¢ = 0 auf 902}

zu konstruieren, ist es notwendig, dass stiickweise definierte Funktionen iiber Zellgrenzen
hinweg stetig sind und erste Ableitungen an den Zellgrenzen stetige Uberginge besitzen.
Hinzu kommt fiir Funktionen in V', dass sowohl die Funktion auf 02 U 92, als auch deren
Normalableitung auf d2p verschwindet. Das bedeutet, dass die gesuchten Polynomraume
Polynome enthalten miissen, die einen relativ hohen Grad haben. Stiickweise konstante, lineare
oder quadratische Polynome reichen dafiir nicht aus. Die verwendeten Polynome miissen
einen Grad > 3 haben. Im folgenden Abschnitt werden wir ein Element vorstellen, dass mit

Polynomen in 3 auskommt und einen konformen Polynomraum erzeugt.

Eine Alternative dazu ist ein nichtkonformer Ansatz. Wir werden in Abschnitt sehen, dass
auch solch ein Ansatz verniinftige Approximationen liefert. Jedoch werden die Konvergenzord-

nungen nicht so gut sein wie im konformen Fall.

Ein Finite-Elemente-Ansatz wird nicht nur durch die Vorgabe von Polynomraumen auf den
Zellen der Zerlegung bestimmt. Es ist auflerdem notwendig einen Satz von sogenannten
Knotenfunktionalen vorzugeben. Wir werden in dieser Arbeit nur Punktauswertungen der
Funktion oder der Ableitungen der Funktion als Knotenfunktionale verwenden. Diese Angaben
werden so gewéhlt, dass Polynome dadurch eindeutig bestimmt sind. Dazu treffen wir folgende

Definition.

Definition 4.2. Ein Polynomraum P(T") und ein zugehoriger Satz K (T") von Knotenfunktio-
nalen heilen unisolvent, wenn durch die Vorgabe der Knotenwerte jedes Polynom aus P(T)

eindeutig bestimmt ist.

Notwendig fiir Unisolvenz ist die Bedingung dim P(T") = |K(T')| und hinreichend, dass fiir ein
p € P(T) aus x(p) = 0 fiir alle x € K(T) auch p = 0 folgt. Wir werden dies zum Nachweis der

Unisolvenz verwenden.
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4.1 Grundlagen

4.1 Grundlagen

In diesem Kapital werden wir einige Resultate bereitstellen, die wir fiir die Fehleranalyse der
beschriebenen Verfahren verwenden. Sei mit I7u € Vj, die Lagrange-/ Hermite-Interpolierende
einer stetig differenzierbaren Funktion u bezeichnet. Dann gilt fiir den Interpolationsfehler

folgender Satz:

Satz 4.1. Fir jedes v € H™(T) und die zugehérige Lagrange-/ Hermite-Interpolierende
Itv € P(T) auf jeder Zelle T € Ty, gilt fir2 <m <Il+1

v — Irvlr < chP Folr, 0<k<m, (4.1)

A

mit einer Konstanten ¢ = c¢(d, m,T).
Beweis. Der Beweis kann nachgelesen werden in (Rannacher|[2000/01]). O

Weiter bendtigen wir noch folgende inverse Abschétzung:

Satz 4.2. Auf jeder Zelle T € Ty, gilt fiir Finite-Elemente-Funktionen v € P(T)
e < chiFvlsr, 0<s<E. (4.2)
Beweis. Der Beweis kann nachgelesen werden in (Rannacher |2000/01]). O

Der folgende Satz ist eine Erweiterung des Bramble-Hilbert-Lemmas.

Satz 4.3. Sei {2 eine offene beschrinkte Menge im R? mit hinreichend glattem Rand, seien

weiter k,l € N und sei W ein Raum, so dass folgende Inklusionen gelten:
P(2) c W c H'FL

Der Raum W sei mit der Norm ||-||;4+1, versehen. SchliefSlich sei A eine stetige Bilinearform
auf dem Raum H*1(02) x W, fiir die gilt

A(u,v) =0 Yue P, veW (4.3)
A(u,v) =0 Yue H (), ve P, (4.4)

Dann gibt es eine Konstante ¢ = c¢(2), so dass folgende Abschitzung gilt:

A, 0)| < e Alllulaa ol Va € HM(2),0 € W.
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4 Diskretisierung

Beweisidee. Wir geben eine Beweisskizze, dem Beweis in (Ciarlet und Lions |1991)) folgend.
Fiir jede Funktion v € W ist die Linearform A(-,v) : u € H*"(2) — A(u,v) stetig und
verschwindet wegen (4.3) auf dem Raum Py. Mit dem Bramble-Hilbert-Lemma folgt, dass es

eine Konstante ¢(2) gibt, so dass gilt (||-||" bezeichnet die Norm auf dem Dualraum)
A, v)| < (Q)IAC ) ealulerr Vu € HMH(0). (4.5)
Mit gilt A(u,v) = A(u,v + q) fir alle ¢ € P;(£2) und damit
[A(u, v)| = |A(u, v+ @) < [|A[[lullksillv + gl
Man kann zeigen, dass gilt
[A(u, v)| < [[A]l[[ulle+1 qei]%

£ o+ gl

< [|Alullaraloher ¥ ue HH(R2), ve W.

Dies impliziert
[ A(u, v)]

IAC V)l = sup < c(2)[|All[v]41- (4.6)
u€ HE+1(02) [Jwllkt
Die behauptete Abschéatzung folgt aus den Ungleichungen (4.5) und (4.6]). O

Den obigen Satz werden wir fiir den Fall k =0, [ = 1 und 2 = 7' anwenden. Dabei ist 7' die

Referenzzelle. Aulerdem werden wir Spurabschétzungen bendtigen.

Satz 4.4. Fiir Funktionen v € C*(£2) gilt die sogenannte ,Spurabschditzung®

vl 2200y < cllvllar (o) (4.7)

mit einer Konstante ¢ = c¢(§2), die vom Gebiet §2 abhingt.
Beweis. Der Beweis kann nachgelesen werden in (Rannacher |2000/01]). O

Fiir Fehlerabschéatzungen werden wir das folgende Resultat benétigen.

Satz 4.5. Fiir Funktionen v € HY(T) gilt die Abschditzung

1 _1
vl z2(a7) < ch2([Voll 27y + ch ™2 {Jv]| L2 (7).
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4.2 Beispiel eines V -konformen Ansatzes

Beweis. Es gilt auf der Referenzzelle T

1
VUHEQ(T)’

1
e [

vergleiche (Brenner und Scott|2005). Wir erhalten durch Transformation und Anwendung der
Youngschen Ungleichung 2ab < (a? + b?)

i 11 3
[0l 2om) < cllollf2imh™ Tha [Vl L2,

_1 1
< ch™2||vll 2y + ch2 ||Vl L2 (). O

4.2 Beispiel eines V-konformen Ansatzes

Dieses Kapitel wird sich mit einem konformen Ansatz zur Losung des Problems (3.8]) mit
den Randdaten beschéftigen. Wir stellen eine Finites Element vor, mit dem wir einen
solchen Ansatz realisieren. Durch die Wahl der Knotenfunktionale stellen wir sicher, dass die
Finite-Elemente-Funktionen global stetig differenzierbar sind. Dieser Ansatz von (Bogner u. a.)

liefert somit einen konformen Teilraum von V.

4.2.1 Beschreibung des verwendeten C'-Elements, das
Bogner-Fox-Schmit-Element

Wir haben schon erwéhnt, dass fiir einen konformen Ansatz Polynome vom Grad > 3 notwendig
sind. Daher verwenden wir den Polynomraum @3(7"). Dazu geben wir die in Abbildung

[41] dargestellten Knotenfunktionale vor. Dabei bezeichnet e die Punktauswertung, o die

C) 4

Abbildung 4.1: Bogner-Fox-Schmit-Element

Auswertung der ersten Ableitungen und " die Auswertung der gemischten zweiten Ableitungen

jeweils an den vier Eckpunkten. Diese Vorgaben sind sinnvoll, wie folgender Satz zeigt.
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Satz 4.6. Die Vorgabe des Polynomraums Q3(T') und der oben beschriebenen Knotenfunktio-

nale K(T') definieren einen unisolventen Finite- Elemente-Ansatz.
Beweis. Fiir den Beweis siehe (Ciarlet und Lions |1991) Theorem 9.4. O

Wir benoétigen zu dem Finiten Element, den Knotenfunktionalen und dem Polynomraum noch

den Raum der Finite-Elemente-Funktionen.

Satz 4.7. Durch den Satz von Knotenfunktionalen definieren wir folgenden Finite-Elemente-

Ansatzraum

Vi i={on € L*(2) | nly € Q3(T), n, Veon, und 8102y, stetig in den Eckpunkten der
T €Ty, o = Vop =hdepr =0 in Eckpunkten auf 025, op =0 in Eckpunkten
auf 092¢}.

Dieser mit dem Raum V}, definierte Ansatz ist V -konform.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass sowohl die Funktionswerte als auch die Werte der Normal-
ableitungen stetige Uberginge entlang von Kanten haben. Um dies zu zeigen, betrachten wir
den Sprung zweier Funktionen entlang einer Kante. Aufgefasst als Funktionen entlang einer
Kante sind dies Polynome vom Grad < 3, die eindeutig durch die Vorgabe von den beiden
Funktionswerten und den Werten fiir die erste Ableitung bestimmt sind, daher ist der Sprung
iiber eine Zellkante Null. Die Normalableitung entlang einer Kante ist ein Polynom vom Grad
< 3. Dies ist durch die Vorgabe der ersten und der gemischten zweiten Ableitung eindeutig

bestimmt. Daher ist dieser Ansatz V-konform. O

Damit kénnen wir V;, C V als einen Teilraum von H?2(f2), sogar von C'(£2) betrachten, denn
es gilt die Inklusion V}, € H2(£2) N C1(2), vergleiche (Ciarlet und Lions [1991) Theorem 9.5.

4.2.2 Beschreibung des Verfahrens

Da wir in diesem Kapitel ein V-konformes Verfahren betrachten, kénnen wir die kontinuierliche
Bilinearform (3.10f) auch fiir das diskrete Verfahren verwenden:

an(u, ) = (Au, Ap) — (1 - 0)[(Fu, B3¢) + (Fu, B ) — 2(0102u, 1029)]
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Mit Hilfe der Bilinearform lésst sich das Verfahren nun wie folgt formulieren:

Gesucht ist up € V3, so dass gilt

an(un, ) = (f,9) V€V (4.8)

Satz 4.8. Das Problem (4.8)) hat eine eindeutige Losung up € Vi, falls gilt |02g| > 0.

Beweis. In Kapitel [3| haben wir bereits die Koerzivitat und Beschréanktheit von a(-,-) auf V'
gezeigt. Damit ist auch ay(+,-) auf V}, beschrénkt und koerziv, da Vj, C V ist und sich die
Beziehungen auf ay(-,-) iibertragen. Auch die Stetigkeit von (f,-) beziiglich der Norm |-||2
iibertragt sich. Damit impliziert Satz die eindeutige Losbarkeit von . O

Bemerkung 4.1. Fiir die diskrete Bilinearform gilt ap,(up, ) = (f, ¢) fir alle ¢ € V. Ebenso
gilt fiir die kontinuierliche Losung u von (3.11) ap(u, ) = (f, ¢) fir alle ¢ € V, also auch fiir
alle ¢ € V3, denn Vj, C V ist ein Teilraum. Damit gilt die Galerkin-Orthogonalitit

ap(u —up, ) =0 V€ V. (4.9)

4.2.3 Fehlerabschatzungen

In folgendem Abschnitt geben wir eine vollstdndige Fehleranalyse fiir das Bogner-Fox-Schmit-
Element. Der Einfachheit halber werden wir nur den Fall der eingespannten Platte betrachten,
d.h. 002 =00g.

Satz 4.9. Sei das Gebiet 2 H*-regulir, k = 3 oder 4. Dann gilt fiir die Losung u von (3.11))
und die Losung up, € Vi, von (4.8) die Abschdtzung

lu = upll2 < eh™|uly.
Beweis. Mit dem Lemma von Céa gilt die Abschiatzung
I = unllz < ¢ inf [lu—en>.
Mit der Hermite-Interpolierenden Iu € Vj, gilt dann weiter fiir u € H¥(£2)
lu = unllz < ellu = Iyullz < eh®ulx.

Damit haben wir die behauptete Fehlerabschitzung gezeigt. O

25



4 Diskretisierung

Wir geben im folgenden Teil Abschitzungen fiir den Fehler in der L?-Norm und in der
H'-Norm.

Satz 4.10. Sei das Gebiet 2 H*-regulir, k = 3 oder 4. Dann gilt fir die Losung v von (3.11)
und die Losung up, € Vi, von (4.8) die Abschdtzung

lu— uplls < ch® 5 4ulp, s =0 oder 1.

Beweis. Wir wenden zum Beweis den Nitsche-Trick an und verwenden dazu das duale Problem
(3.13]). Dieses Problem hat eine eindeutige Losung. Es gilt fiir alle ¢y, € Vj, C V

(g, u — up)| = lan(u — up, 2)| = |an(u — un, 2 — on)| < cllz = @nll2llu — unll2,

denn wegen der Galerkin-Orthogonalitat (4.9) gilt apn(@n,u — up) = 0. Sei nun ¢, € Vj,
die Bestapproximation in der Energienorm, dann lasst sich die Differenz folgendermaflen
abschétzen:

Iz = enll2 < ch™=*7|z]—s.

Mit der a-priori Abschitzung (3.16) gilt ||z — @nll2 < ch*7572||g||_s. Den Term |ju — up||2
hatten wir bereits in Satz [£.9] abgeschéitzt. Zusammen ergibt das die Abschitzung

(g, u = wn)| < ch®* 74 g]|—slul.

Es gilt aufgrund der Definition der Normen

|lu —upl|ls = sup (g, u = un) < ch®* =5y, s =0 oder 1.
geEH =S ||g||—5
Damit haben wir die behauptete Abschitzung gezeigt. O

Bemerkung 4.2. Fiir ein H*-regulires Gebiet erhalten wir

lu = un]| < chfula,

lu = unlly < ch®luls,

fiir den L2- und den H!-Fehler.
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

4.2.4 Vor- und Nachteile

Aufgrund der Konformitét verwendet dieses Verfahren einen Polynomraum der Dimension
16. Da die Freiheitsgrade in den Eckpunkten liegen, werden die Systemmatrizen bei Verfeinerung
nicht sehr schnell grofl. Die Vorteile des in diesem Abschnitt beschriebenen Ansatzes sind
seine Konvergenzordnungen. Wie sich diese auswirken und einen Vergleich zu den anderen

Verfahren stellen wir in Kapitel [f] dar.

4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass ein konformer Ansatz sowohl Stetigkeit
der Funktion als auch der Normalableitung fordert. Diese Anforderungen wollen wir etwas
abschwéchen und die Anzahl der Freiheitsgrade reduzieren. Dazu stellen wir das nichtkonforme

Adini-Element vor.

4.3.1 Beschreibung des verwendeten Adini-Elements

Das Adini-Element verwendet die in der Abbildung [£.2] angegebenen Knotenfunktionale. Dies
® O)

® ®

Abbildung 4.2: Adini-Element

sind zum einen Punktauswertungen e und zum anderen Auswertungen der ersten Ableitungen

o an jedem Eckpunkt. Der verwendete Polynomraum sieht wie folgt aus:
P(T) = P5(T) & span {xlxg,a::{‘xg} .

Satz 4.11. Die Vorgabe des oben beschriebenen Polynomraums P(T) und die Vorgabe der

beschriebenen Knotenfunktionale K(T) definieren einen unisolventen Finite-Elemente-Ansatz.

Beweis. Fiir den Beweis siehe (Ciarlet und Lions||1991) Kapitel VII, Abschnitt 49. O
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Wir benétigen zu dem Finiten Element, den Knotenfunktionalen und dem Polynomraum noch

den Raum der Finiten-Element-Funktionen.

Satz 4.12. Wir definieren folgende Finite-Elemente-Ansatzrdume:

Vi, i= {pn € L*(02) | onlp € P(T), ¢n und Ve, stetig in den Eckpunkten der T € T,
on = Onpn = 0 in Eckpunkten auf 02g, ©n =0 in Eckpunkten auf 002¢}.

Dieser mit dem Raum Vj, definierte Ansatz ist nicht V -konform, jedoch gilt Vi, C C°(£2).

Beweis. Die Inklusion V;, C C%(§2) folgt aus der Eindeutigkeit eines Polynoms entlang einer
Kante. Denn jedes Polynom in V}, ist entlang einer Kante vom Grad < 3. Es ist auf einer
Kante eindeutig durch die Vorgabe der Funktionswerte und die Werte der ersten Ableitung an
den Eckpunkten der Kante bestimmt. Damit sind Uberginge von Zelle zu Zelle stetig und
es gilt die Inklusion V};, C C°(§2). Es bleibt noch zu zeigen, dass der Ansatz nicht V-konform
ist. Dazu zeigen wir, dass die Normalableitung keine stetigen Ubergiinge zwischen den Zellen
besitzt. Entlang einer Kante ist die Normalableitung ein Polynom, das hochstens den Grad
drei hat. Die Freiheitsgrade, die zur Bestimmung der Normalableitung zur Verfiigung stehen,
sind aber nur die zwei Ableitungswerte an den Endpunkten der Kante, es werden aber vier
Freiheitsgrade benétigt, um dieses Polynom eindeutig zu bestimmen. Es kénnen die Polynome

2 _ 2 als Normalableitungen vorkommen. Fiir beide Polynome

p(z) = —2? + x und q(z) =z
gilt entlang einer Kante [0, 1]: p(0) = ¢(0) = p(1) = ¢(1) = 0, aber die Polynome sind nicht

identisch. Somit kann der Ansatz nicht V-konform sein. O

4.3.2 Beschreibung des Verfahrens
Da wir hier keinen V-konformen Ansatz betrachten, kénnen wir nicht die Bilinearform
a(u,9) = (Au, Ap) — (1 — o) { (93u, 03p) + (93u, 0} p) — 2(01Dau, 1Dagp) }

betrachten, sondern miissen die urspriingliche Form so modifizieren, dass sie auf V}, definiert

ist. Wir erweitern die Bilinearform wie folgt:

an(u,9) == Y |(Au, Ap)r — (1= o) { (91w, B3)r + (B3u, 01 — 2(DrDyu, D1020)r )|
TeT,
(4.10)

dabei bedeutet der Index T, dass das Integrationsgebiet die Zelle T ist. Fiir Funktionen
u,p € H2(£2) gilt
ah(ua SO) = a(“) 80)
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

Diese Erweiterung ist daher sinnvoll. Die rechte Seite miissen wir nicht anpassen, denn wegen
der Inklusion V;, C C%(£2) gilt fiir ¢ € V},

(f,SO): Z (f?SO)T

TeT,

Das Verfahren lautet nun:

Finde ein uj;, € V3, so dass
an(un, 9) = (f,p) V¢ € V. (4.11)

Im Gegensatz zum konformen Verfahren gilt fiir dieses Verfahren keine Galerkin-Orthogonalitét,
da der Finite-Elemente-Ansatzraum kein Teilraum von V ist. Bevor wir die eindeutige Losbar-

keit zeigen, fithren wir das diskrete Skalarprodukt und die Norm

(V2u,VZ0) = > (V2u,V20)r,  [[V20lh = (Vie, VZo)h (4.12)
TeTy

ein. Dass dies tatsichlich eine Norm fiir |042g| > 0 ist, erschlieBt sich wie folgt: Ist || V2 ||n = 0,
so gilt Vzgoh]T = 0 auf jeder Zelle T. Das heifit, dass ¢y, linear auf jeder Zelle ist. Somit ist
der Gradient von ¢y, auf jeder Zelle konstant. Da nach Konstruktion des Adini-Elements die
Ansatzfunktionen stetig entlang der Kanten sind, gilt ¢, € H'(£2). In Zellen T € Ty, fiir
die gilt 9T N 9NE # 0, gilt wegen der vorgegebenen Randbedingungen Vp,| - = 0. Analog
erschliefit man gph]T = 0. Induktiv tibertragt sich dies auf alle Zellen der Zerlegung, so dass

©n = 0 auf ganz (2 gilt. Damit ist gezeigt, dass || VZpp||; eine Norm definiert.

Satz 4.13. Falls gilt |02g| > 0, ist die Bilinearform ap(-,-) ist beschrinkt und koerziv auf
Vi, d. h. es gilt
Jan(u, )| < el Vullal| V],

an(p, ) > ~||V3p|2.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass die modifizierte Bilinearform beziiglich des diskreten Skalar-
produktes (4.12) koerziv ist. Dazu fiithren wir den Ausdruck

alu, o] = Aulp — (1 — 0)(03udsp + Oaudie — 20,02ud1Da¢p) (4.13)
ein. Es gilt alu, 9] = a[p, u] und auBerdem
alp, ¢ = (07 9)* + (050)* + 2(1 = 0)(D1020)* + 2007005 0.

Unter der Verwendung der Youngschen Ungleichung gilt 200?¢03¢ > —o ((82¢)? + (93¢)?).
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4 Diskretisierung

Damit haben wir eine Abschitzung der Form

al, o] = (879)* + (85)” + 2(1 — 0)(D102)* + 2007 D3 o
> (1—-0)(09)? + (1 — 0)(059)” + 2(1 — 0)(D102¢0)*
— (1= 0)|V2l2.

Mit der Definition von ay, gilt dann

ap(u, @) = Z /a[u, o] dx.

TeTy, T
Damit ist aj beziiglich des diskreten Skalarproduktes koerziv
an(p,9) > (1= o)Vl Ve € Vi
Damit bleibt noch zu zeigen, dass die Bilinearform beschrankt ist. Es gilt

lafu, ¢]| < |Aul|Ag| + (1 — 0)|(8fud3p + d3udi e — 2010,ud1D2p)|
< c]V2uHV2g0\.

Mit der Holderschen Ungleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass die Biline-

arform beschrankt ist:

lan(u, )l < ¢ ) /IVQUIIVQSOI < ol V2ulln [Vl O
TEThT

Bemerkung 4.3. Die Koerzivitidt der Bilinearform gilt auch fiir Funktionen aus V.

Nun kénnen wir die eindeutige Losbarkeit der Aufgabe (4.11)) zeigen. Dazu werden wir wieder
den Darstellungssatz von Riesz verwenden. Es ist zu zeigen, dass (f,-) stetig beziiglich der

diskreten Norm [|V?2-]| ist. Das sieht man wie folgt.

(£ @)l < W fIHlell < ellell Voo € Vi

Fir Funktionen ¢ aus V;, kénnen wir die verallgemeinerte Poincarésche Ungleichung fiir ¢
anwenden. Da V}, ein endlichdimensionaler Raum ist, sind die Normen ||[V¢|| und ||[VZ¢||,

aquivalent. Daher gelten die Ungleichungen

lell < el Vel < el V3olln
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

mit einer von h abhiingigen Konstante ¢ = c(h). Die Stetigkeit |(f, )| < ¢||V2¢||}, ist damit
gezeigt.

Satz 4.14. Das Problem (4.11)) hat eine eindeutige Losung up, € Vi, wenn gilt |0£2g| > 0.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass (f,-) stetig beziiglich des diskreten Skalarproduktes
|V2-||1, ist. In Satz wurde gezeigt, dass die Bilinearform beschrinkt und koerziv ist. Damit

lasst sich der Darstellungssatz von Riesz anwenden. Dieser liefert die eindeutige Losbarkeit

von (4.11)). O

4.3.3 Fehlerabschiatzungen

Fir die Fehlerabschatzungen kénnen wir nicht so vorgehen wie im konformen Fall, denn
es gilt keine Galerkin-Orthogonalitéit, die wir verwenden kénnten. Wir miissen daher eine
aufwendigere Abschitzung der auftretenden Terme vornehmen. Der Einfachheit halber werden
wir nur den Fall der rundherum eingespannten Platte betrachten. Die Resultate sind auf
allgemeine Randbedingungen iibertragbar. Die Abschétzungen, die im Folgenden gezeigt

werden, konnen teilweise in (Lauscaux und Lesaint||1975)) nachgelesen werden.

Satz 4.15. Mit dem oben definierten diskreten Skalarprodukt gilt fiir die Lésung u von (3.11))
und die Losung up von (4.11) folgende Abschditzung

) Ep(u, w)|
V2 . < f VQ _ |77 ,
1920 = ) < e inf 1920 =0} -+ sup el

wobei ¢ > 0 eine von h unabhdingige Konstante ist. Die Form Ey(-,-) ist definiert durch

Bn(ww) = 3 {((1 = 0)%u - Au, dyw)or — (1 = 0)00u, dw)or + (alt,w)or ).
TeTy

Beweis. Wir betrachten den Ausdruck Xj, der fiir ein beliebiges aber festes v € V}, definiert
ist durch

Xp, = ap(up, — v, up —v).

Wir haben bereits gezeigt, dass gilt X;, > (1 — 0)||V?(up — v)||2. Weiter gilt fiir 1 = up, — v

Xp = an(¥,¥) = ap(up, ) — an(v, )
= (f71/1) - ah(va w) = CLh(U -, w) + (fa ¢> - ah(uv 1/})
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4 Diskretisierung

Die letzten zwei Summanden ergeben

(F.9) = an(u, ) = 3 {(A%u,¢)r — (Au, A)r

TeT),

+ (1= 0)[(0Fu, B30)r + (970, 93u) — 201020, B102)1] |-

Durch Anwendung der Greenschen Formel auf jede Zelle T' € 7, erhalten wir

(f,9) —an(u, ) = D {(=Au,dt)or + (9pAu, )
T (1= 0)[(Buth, 82u) o1 — (D), Budnt)or])
= > {((1=0)0u — Au, 0np)or + (Onlu, ¥)ar
em —((1 = 0)04Onu, O4) a1 }-

Es gilt aufgrund der Definition von Ej(-,-):

(f,9) — an(u, ) = Ep(u, ) Vip € V. (4.14)

Damit ergibt sich wegen der Beschranktheit der Bilinearform ay(+,-) fiir den Fehler, den wir

abschéatzen, durch Riicksubstitution ¢ = up — v

(1= o) IV*(v = un)ll < Xn = an(u —v,up, = v) + Ep(u, up —v)
< IV*(u = ) [alIV*(un = 0)lln + En(u, up — v).

Weiter erhalten wir

|Eh(u7uh - ’U)’
IV2(un = v)|[n

| En(u, w)|
< ||V (u—v)|ln + sup TS
weVy, ||v2th

IV2 (un = v)ln < €l VA (u—v)||n +c

Mit der Dreiecksungleichung
IV (w = up)lln < V(= 0)lln + V2 (u, — )]l

folgt die behauptete Abschitzung. O

Fiir die Abschiitzung des Fehlers in der H'-Norm bekommen wir folgendes Resultat.

Satz 4.16. Sei das Gebiet 2 H>-regulir, sei u die Losung von (3.11), up die Lésung von
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

(4.11)). Dann gilt mit der dualen Losung z von (3.13|) die folgende Abschdtzung

lu—wuplh <c¢ sup { inf |an(u — un,z — zp) + En(z,u — up) — Ep(u, 2 — z3)| }
T zeH3(2) #nEVh 2]l

Beweis. Mit dem klassischen Dualitétsargument gilt

fu—ugly = sup [l
ger—1(@)  llgll-1

Sei z die Losung des dualen Problems (3.13). Dann gilt mit (4.14]) fiir das diskrete duale
Problem

(u—up,g) = ap(u — up, 2) + Ep(z,u —up). (4.15)
Mit (4.14) folgt fir z, € Vj,, dass gilt
(f,zn) — an(u, zn) = Ep(u, 2n) Vzp € V.

Setzen wir zp, als Testfunktion in das diskrete Verfahren (4.11)) ein, gilt (f, zn) = ap(up, zn)-
Damit folgt
an(un, 2n) — an(u, 2n) = En(u, 21,) Vzp € V.

Fiir obige Gleichung (4.15]) ergibt sich somit
(u—un,g) = ap(u —up, 2z — 21) + Ep(2,u — up) — Ep(u, 25).

Da aufgrund der Randbedingungen von u und z der Term E}(u, z) verschwindet, kann dieser

eingeschoben werden und wir erhalten
(u—un, g) = an(u —up, 2 — 21) + En(z,u —up) — En(u, 21, — 2).

Damit ergibt sich wegen der a priori Abschéitzung ||z||s < ¢||g||-1 die behauptete Abschitzung.
0

Fiir die vollstdndige Konvergenzanalyse miissen noch die Terme in
ap(uw —up,z — z), Ep(z,u—wup) und Ep(u,zp — 2)

abgeschétzt werden. Wir benétigen dazu die Darstellung der Finite-Elemente-Funktionen auf

der Referenzzelle [—1,1]? durch die Basispolynome. Jedes ¢, € Vj, lisst sich in der folgenden
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Abbildung 4.3: Adini-Element mit Beschriftung der Seiten

Form darstellen:

4

on = enlai)pi + > (aj — a;)Dpn(ai)pij,
i=1 lj—i|=1 mod 4

wobei die Punkte a; in Abbildung dargestellt sind. Es sind ¢y, (a;) die Funktionswerte und
Dyp(a;) die Werte der Ableitung an den Eckpunkten a; von ¢p. Die Basispolynome auf der

Referenzzelle sind wie folgt definiert:

+€+n_£2+772)’

pri&m) = {1+ +m(

2 2

_ 2, .2
palem) = 71— O 1+ 1 EET

e 2 2
palem) = 0 - —may =1 ST

_ 2, .2
palem) = ;0490 —ma+ S EFT,

praf€,n) = SA+MA+XM-8),  pulEn) =g +m(1 -1 +9)

Pal€n) = S -1 — 2+, pus(€n) == (1 —n)(1+ €A - €),

8 8
Praf€n) = —5 (1 + O+ (U= n), pu(En) =0+ ~m*(1+n),
pas(€n) = g (1= )1+ 0)(L—n), pialEm) = — (1)1 —n)*(1 +n).

Die Polynome p; realisieren jeweils die Funktionswerte an den Eckpunkten a;, die Polynome p;;
realisieren die Ableitung an den Punkten a; in Richtung des Punktes a;. Dabei verschwinden
die Funktionswerte der Polynome p;; an allen Eckpunkten, sowie die Ableitungen der Polynome
P; an allen Eckpunkten. Zuerst zeigen wir, dass das Adini-Element den sogenannten Patch-Test
erfullt.
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

Satz 4.17 (Patch-Test). Fir jedes Polynom u € Py und @y € Vy, gilt

Eh(u7 Soh) =0.

Beweis. Da Vj, ein Teilraum von C°({2) ist, lisst sich Ej(u, ¢p,) schreiben als

Eh(“? Soh) = Z ((1 - 0-)82527"" - AU,anQPh)aT
TeTy,

Die restlichen Terme fallen aufgrund der Stetigkeit, der Stetigkeit der Tangentialableitung und
der Randbedingungen weg. Sei Ap die Q1(7)-Interpolierende auf jeder Zelle T' € 7. Dann
schreiben wir

En(u,on) = Y Er(u,n), V(u,on) € H(2) x Vy,
TeTy

wobei Er(-,-) gegeben ist durch
Er(u,n) = A17(u, Orpn) + Ao r(u, Oapp)  V(u,ppn) € HS(Q) X Vi,
mit
Ajr(u, djpn) = (1= 0)0Fu — Au, 9o — Adjpn)rr — (1 — 0)07u — Au, Djion — ADjion)ry

Wir koénnen hier die @1-Interpolierende einschieben, da sowohl der Sprung iiber die Kanten
der Zellen als auch die Werte am Rand verschwinden. Es gilt aufgrund der Definition des

Interpolationsoperators
Ajr(u,on) =0, j=1,2, Yue HT),on € Q(T).
Wir wollen jetzt zeigen, dass
Ajr(u,p) =0, j=1,2, VYue Py(T),¢p € 0;Vh, (4.16)
gilt. Dabei ist 0;V}, der Raum aller Ableitungen der Funktionen aus V:
Vo ={0jon | on € Vi}, j=1.2.

Beide Réume enthalten den Raum Qi(T"). Fir u € P»(T) sind die zweiten Ableitungen
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4 Diskretisierung

konstant, damit geniigt es zu zeigen, dass
[ton—ae)ds = [(on—apn)ds, j=1.2 Veneomi (117
T 4
gilt. Haben wir gezeigt, dass obige Gleichung gilt, folgt damit auch (4.16[). Wir zeigen nun
(4.17)) beispielhaft fiir j = 1. Jedes ¢, € 01V}, ist von der Form

on = vo(x1) + 1 (21) 22 + Y273 + Y373,

wobei vy und 1 Polynome vom Grad < 2 in der Variablen x; sind. Gegeben sei eine Funktion
r auf einer Seite 7", mit A7/ (r) sei die lineare Funktion entlang T" bezeichnet, die dieselben

Werte wie die Funktion r an den Eckpunkten von T” besitzt. Dann gilt

(en = Arepn)| 7y (x2) =0(21) = Ary (Y0(1)) + M (@1)ws = Agy (11 (21)2)

+ Y213 + Y375 — Mgy (1223 + Y373).

Da die konstanten und linearen Polynome von Ay exakt interpoliert werden, gilt

Yo(x1) = Az (Yo(21)) = 0,
m(@1)z2 — Ay (1 (21)22) = 0.
Daher gilt
(e = Arepn) | gy (22) = 7225 + 7323 — Ay (7223 + 7323),

und damit

(n = Arpn)l gy (x2) = (o = Arepn) |y (2).
Dies impliziert (4.17). Wir haben somit gezeigt, dass

Ajr(u,op) =0, j=1,2, Yue P(T),¢p € 0;Vh.
Es gilt daher

Eh(u7 Soh) = Z ET(ua Soh)
TeTy,

= > (Air(u,d10n) + A 1(u, dagn))
TeTy,

=0,
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

womit die Behauptung gezeigt ist. O

Bemerkung 4.4. Spéter werden wir zeigen, dass fiir eine Zerlegung in Rechtecke sogar gilt:

En(u,op) =0 Yu € P3 und Yoy, € V.

Wir kénnen die Terme Ej(u, ¢p,) weiter abschétzen.

Satz 4.18. FEs gelten die folgenden Abschdtzungen

D=

Ep(u, ) < ch®ulz( Y lenl3r) (4.18)
TeT,
Ep(u, ) < chluls|| Vo |ln, (4.19)

fiir alle uw € H3(2) und oy, € Vj,.

Beweis. Wir benutzen dieselbe Notation wie im Beweis von Satz[£.17] Dort hatten wir gezeigt,

dass gilt

Eh(UaSDh) = Z ET(“? Qph)
TETh

= Y (Avr(u,010n) + Az (u, Daon)).

TETh

Dabei waren A; 7(u, 01¢p) und Ag 7 (u, O2¢p) definiert als
Ajr(u,d50n) = (1 — 0)0}u — Au, 050 — Aajgph)T; —((1 = 0)02u — Au, d;05 — Aajgoh)T]g/.
Um Ay 7(u, 01¢p) und Ag 7(u, Ozp) abzuschétzen, reicht es mit
z=(1-0)0?u— Au und q = 9;pp
folgende Groflen abzuschétzen:
8;r(2,q) = (2,9 — ATq)Tjg — (2,9 — ATq)TJ{/, fiir z € Hl(T)7 qejVy, j=1,2. (4.20)

Verwenden wir die Beziehungen zwischen Funktionen auf der realen Zelle und der Referenzzelle,
erhalten wir folgende Ungleichung (Funktionen und Variablen auf der Referenzzelle werden

mit einem ,, ~ “ gekennzeichnet)

8jr(2,q) <R, 7(2,9), j=1,2.
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Dabei beachte man, dass eine Funktion § zum Raum @-P(T) gehort, wenn die Funktion ¢ im
Raum 0;P(T') liegt. Wir erinnern daran, dass wir mit P(7") den Polynomraum, der durch das

Adini-Element gegeben ist, bezeichnen. Ubertréigt man die Resultate aus Satz erhalt man

7(%:4)

#(2,9) =

N3
>

0, vzeH(T).qe (D),
0,

5
5, Vs € Py(T),q € 0;P(T).

Versehen wir den Raum 0;P(T) mit der Norm |-||;,7, dann gilt mit der Spurabschatzung

18,2 @) < ell2l oo 1] 2gom < ll2ll #lall, 7

Damit sind die Voraussetzungen fiir Satz gegeben und wir erhalten fir [ =1, k=0, 2 = T
und W = 0; P(T [') die Abschitzungen

Daraus ergibt sich die Abschétzung fiir die reale Zelle
0;(2,q) < hd;(2,9) < chl2], #ldly 7 < ch?|2l1Tldl,r,
da wir verwenden kénnen, dass
2, 7 < clzlir,  ldlyp < chlalar

gilt, vergleiche (Rannacher|2000/01). Beispielhaft geben wir eine Analyse fiir j = 1. Der andere
Fall folgt analog. Seien v € H3(T) und p € P(T) zwei gegebene Funktionen. Dann gehoren

=(1- a)&%u — Awu und ¢ = d1pp

zu den Réumen HY(T) bzw. 0, P(T). Damit gilt

D=

A1 (u, on)| = |61,0((1 = 0)05u — Au, d1op)| < ch®|uls( D |enl3r)?,
TeT;,

so dass die erste behauptete Ungleichung gezeigt ist. Mit der inversen Abschéatzung (4.2))

lonlsr < ch™Henlar

folgt die zweite behauptete Ungleichung. O
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

Nachfolgend betrachten wir die Situation auf gleichférmigen Rechtecken, wie Abbildung
darstellt. Dazu sei nun {2 das Gebiet (0,a) x (0,b). Dies teilen wir wie folgt auf:

O=zp<m<...<zx7=a,

O=yo<y1 <...<yjy =b.

In {2 definieren wir die Punkte a;;, 0 <i < I,0 < j < J an den Koordinaten (z;, ;). Sei nun

Z2

Abbildung 4.4: Zerlegung des Gebietes {2 in gleichférmige Rechtecke

T;; das Rechteck mit den Eckpunkten a; j, @it1,5, @i j+1, @it1,j+1. Zur Abklirzung definieren
wir
©ij = pn(aij), 0<i<I, 0<j<J,

D90]7]+1 (CLZ]_H aiyj)Dgoh(ai,j) 0 S 7 S [, 0 S ] S J — 1, (4.21)
D¢l g = (aij — aiji1)Doplaijy)  0<i<I, 0<j<J—L1

Wir schreiben nun den Ausdruck Ejp(u, ¢) als
En(u, on) = Ej,(u, O101) + Ej (u, Do),

wobei definiert ist

(u,05n) : Z {((1 = 0)0F — Au, 3JS0h)T/ —((1 - 0)0? - Au’aj@h)Tj{,}’ j=1,2.
TeTy

T} und T} sind jeweils gegeniiberliegende Seiten im Rechteck, wie Abbildung [4.3| zeigt.
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Exemplarisch fithren wir eine Abschiitzung fiir E}(u, ;) durch. Analog verfahren wir fiir

E?(u, ¢p). Durch Summation ergibt sich

J-1
Eh(uv Sﬁh) = Z Ej(uv (Pj)v
=0
mit
I-1
Ej(u, o) = > ( / 9i(y)Onondy — / 91(1)Onpndy),
=0 o ot

wobei 8T;jr und 8TZ; im Rechteck T;; gegeniiberliegende Seiten sind, wie Abbildung darstellt.
Die Funktionen g;(y) sind gerade g;(y) = ((1 — 0)03u — Au)(z;,y). Durch Transformation auf
die Referenzzelle werden wir obige Terme abschétzen. Dazu benotigen wir die Transformation
der Koordinaten x,y auf die Koordinaten der Referenzzelle £, n gegeben als

eo o (itrn) 2= (4 )

= s .

Tit+1 — Lg Yi+1 — Y5

Sei F'(&,m) = (x,y), dann ist

VF = (5(““ i) 0 ) mnd (VF) ™ = (2(““ ) 0 ) .
0 (yj1 — v 0 2(yj+1 — yj)

Damit konnen wir die einzelnen Integrale transformieren. Es gilt

| swnVenaindy = [ smave)©E) ((‘}) o1 (~1,1) det VFdy
ot !

Yj+1 — Y5 A
==——=25:(n)

Aeon(—1,m)dn.
P cpn(—1,m)dn

L

Analog lasst sich das zweite Integral transformieren zu

1

Yi+1 — Yj
/ Gi+1(y)nVon(xiv1,y)dy = / LG, 1 () Depn (1, m)dn.
. 1 LTi+1 — T4
oT -
ij
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

Damit ergibt sich folgende Summe

o 1
Ej(u, n) = (yj+1 — Z/ {gm (m0eon(1,m) — §i(n)Ocon(—1,n) }dn, (4.22)
i—=0 1$z+1

die abzuschétzen ist. Dazu berechnen wir explizit die Ableitungen O¢¢p(1,7) und d¢pn(—1,7).

Iep1(l,m) =
depa(1,m) =
Ocps(1,m) =
depa(l,n) =
Oep12(1,m) =
Oepra(l,m) =
Oepa1(1,m)

Oepas(1,m)

851632(17 7’)

O¢paa(1,m)

6&2541(17 77) =

8&1543(17 77) -

0| —
= =
O%H =
o |
—
3
| o
3 -
N
S~—

ool =
p—
|

3

[\
S~—

oo\»—*wh—*oo\»—‘

=0,

= ()1 =),

— (L= n)(1 4 ),

=0,

S+ ),

- %(1 - n),

8{]31(_17 77) =

a{ﬁ?(_]w 77) =

Oeps(—
Oepa(—
O¢pr2(—1,m)
Ocpra(—

O¢par(—1

851323(_17 77) =

Depz2(—1,1m)
Oep3a(—1,m)
O¢par(—

Ocpaz(—1,m)

1777) =

1777):_7

M) =—5

1777) =

=0,

— (L= n)(1 + ),

:%(1 - n)a

S -0+ m),

=0.

Somit erhalten wir die Darstellung der Ableitungen O¢pp(1,n) sowie Ogpn(—1,7) und kénnen
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4 Diskretisierung

mit den Definitionen in (4.21f) schreiben

Ieon(1,n) Z%n(l =) (@it 1g+1 = Pt T Pij = Pitg)

5@~ aigen) Don(ansan)
+ %(1 —n)(@it1,5 — aij)Dpn(ai;)
- é(l —1° + 0= 1°) D — é(l =0 =0+ 1) Dgjli
+ é(l — 0’ +n—n")Dgly; + é(l —n* = n+n0")Dg} 1,

den(—1,m) :én(l — ) (Pit1,541 = i1 + Pij — Pit1)
- %(1 +n)(@ijs1 — aiv1,j41)Dpn(aivji1)
— %(1 —n)(aij — aiv1,)Don(aiti,;)
- éu =0’ +n =)D — é(l =" =0+ 0) Dyl
+ %(1 —0*+ 0 =0 )Dgly; + %(1 —0? = n+1°)Dgf .

Fiir Formel (4.22) ergibt sich unter Berticksichtigung der Randbedingungen
E] (’U,, (ph) = E_; (U, SOh) + E_;'/(ua Sph)a

I—-1 1 2N A s
(s on) = (701 — ;) Z(/ n(1 . 7 )%(Z) Giv1(n) d77>bz'j7
i=0 )

i+l = Ti (4.23)
-1 1 2 A~ A
1 —n*3:(n) — Gi+1(n)
EY (u,0n) = (Yj41 — ) Z(/ 3 - oo - - dn> Cijy
i=0 7}

fir 1 <j<J—1,u€ H*) und ¢, € Vj, sowie den Definitionen

. " . .
bij = —Pit1j+1 + Pijr1 — Pij + i1y + Dl — Dt — Dol o+ Dol

Al i+l oy i i
cij = Dpj j+ Dojiig — Dejyj — Do,
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

fir 0 <4,7 <I—1,J — 1. Die auftretenden Terme kénnen wir abschétzen durch

NAYE)

|bij| = /nagaggﬁmdgdn‘ § C|¢h‘37Tij <
T

|cij| = /3533@3‘6556177’ < C\@h\g,ﬁj < ch?|pnls

D¢} 15+ Dl = / 26u(-Lon)dn| < clnly, < chlgnla,

Dies werden wir verwenden fiir die weitere Analyse.

Satz 4.19. Fir die in (4.23)) definierten Terme erhalten wir die Abschétzungen

|

1B (u, on)] < ch*glro, (Y lenldr)?, k=1 oder2, (4.24)
TEQJ'
1
B} (u, 0n)| < ch?[gl1,a; ( T)2, (4.25)
TEQ]‘

fiir 25 = Uo<i<r—1Tij, 9 € H?(02) und @, € Vj,. Ist die Zerlegung gleichférmig, d. h.
Tiv1 — ;= Az, 0<i <[ —1, dann erhalten wir

=

|EY (u, )] < Chz\gb,oj( Z |‘Ph’%,T) . (4.26)

TE.QJ'

Bewets. Es gilt
1

/77(1 — 038 — Gir1)dn =0 Y§(&,m) € P,
el

da fiir g;, giv1 € P1 die Differenz §; — g;+1 konstant ist, so dass obiges Integral aus Symmetrie-

griinden verschwindet. Weiter gilt

1
J =@ = gin)dn =0 Va(En) € o
1
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4 Diskretisierung

denn §; — §;+1 = 0 fiir §; und §;4+1 € Py. Damit gilt nach dem Lemma von Bramble-Hilbert
1
‘/7](1 — ) (gi — §i+1)d77‘ < Chk_1|g|k,Tij, k=1 oder 2,
-1

‘/ (1—mn gz+1)dn’ <lghr;

fiir alle T35 € §2;. Dies verwenden wir zur Abschéitzung von E} und EY:

-1
|E(u, on) < ch* > |gle,lenls,
i=0
1
<c (> lenl3r)? k=1 oder2,
TE.Qj
-1 .
|EY (u,0n)| < ch® > lghm, lenlsr, < ch®lglie, (D lenlzr)?.
=0 TG.Q]'
Weiter gilt fir ;41 — xz; = Ax
| 1-—
Yy +1 Yj 77 A
E (u, o) = F—— Z / gi(n) = gi+1(n )dﬁ)cij
1
/ 1-—
_Y +1 Y 77 A i i
= Z / — dis1(n) — gi—l(n)dn)(D%H,j + Dgj i)
=17

(4.27)

denn die Terme (go(n) = g1(0) (D115 + D& 1) wnd (911 (1) = 1) (Dpjy1 5+ Db 1)
verschwinden wegen der Randbedingungen von ¢p und §. Mit der gleichen Begriindung wie

oben gilt

1
[ =12)(20 = s — g )dn =0 V() € P,
21

und deswegen ergibt sich analog die Abschatzung

1

’/(1 —1%)(24; — di+1 — Gi—1)dn| < chlgla.r,-
e
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4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

Fiir £ erhalten wir dann die behauptete Abschétzung

I-1 1
B (u,0n)| < ch® Y |glamylenlar, < ch®lglao; (Y lenl3r)?. -
i—1 Tef;

In folgendem Satz fassen wir alle bisherigen Ergebnisse zusammen.

Satz 4.20. Ist das Gebiet 2 H*-regulir und gilt fiir die Zerlegung des Gebietes x;41 —x; = Az
und yj11 — y; = Ay, dann gilt fir uw und oy, € V), die Abschditzung

|En(u, on)| < ch®[ula] V2o ln-

Beweis. Es gilt Ey(u, ¢n) = B} (u, o) + Ej (u,0p) und Ej (u, on) = 33771 Ej(u, p), analog
fiir E7(u, pp). Mit den Abschéitzungen aus Satz erhalten wir

| Ej(u, n)| < [Ej(u, on)| + |Ef (u, on)]

1
< ch?lgla,0, (D lelsr) 2.
TGQ]'

Durch Summation iiber alle j erhélt man eine Abschétzung fiir E,ll(u, ©n), indem man wieder
fir g = ((1 — 0)03u — Au)) einsetzt:

| B} (u, on)| < ch?|ula|Vn| 1.

Analog verfihrt man um eine Abschiitzung fiir E7(u, ¢p,) zu erhalten. Zusammen ergibt das

die behauptete Abschétzung
| En(u, n)] < eh®|ula][ Vo |- O

Bemerkung 4.5. Die Abschatzung zeigt, dass der Patch-Test fir u € Ps gilt.

Bemerkung 4.6. Die Abschétzung

N|—=

|En(u, on)| < ch®luls(D° enl3)
TeT),

fiir H*-regulire Gebiete 2 ist wegen (4.27)) nicht moglich.

Alle Abschétzungen sind bereitgestellt, um zur Fehlerabschiatzung zuriickzukehren.
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4 Diskretisierung

Satz 4.21. Ist das Gebiet 2 H3-regulir, dann gelten fiir die Lésung u € H3(£2) von (3.11))
und die diskrete Losung up € Vi, von (4.11)) die Abschditzungen

IV2(u —un) |l < chluls

lu — upll1 < ch2|u|3.

Unter der zusitzlichen Annahme, dass das Gebiet 2 H*-regulir ist, und dass das Gitter

gleichférmig ist, d. h. x;y1 — x; = Ax und yj41 — y; = Ay gilt, gilt die Abschitzung

IV2 (= up)lln < ch®lula.

Beweis. Wir verwenden das Resultat von Satz [4.15]

. Eyp(u,w
V2 (u — up) || < c(vlg$h\lv2(u —v)||n + sup M) (4.28)

weVy, HVQth

Das Infimum lésst sich mit der Hermite-Interpolierenden I, abschétzen.

1
inf HVQ(U — )|l < ( Z lu — Ihu@’T) ’ < chluls.
vEV) TeT,

Das Supremum haben wir bereits in Satz [£.1§ abgeschétzt:

E
sup | Bp(u, w)| < chluls.

weVy ||v2w||h

Damit ergibt sich die erste behauptete Abschitzung
IV (w = up)[n < chluls.

Fiir das weitere Vorgehen verwenden wir das Resultat aus Satz [£.10]

- — E — —FE —
lu—uplli <c sup { inf |an(u = un, 2 = 2n) + En(z,u — up) — En(u, 2 Zh)‘},
() eV HE

wobei z € H3(£2) die Losung des dualen Problems ist. Fiir den ersten Teil gilt mit der

Hermite-Interpolierenden Iz € V3 von z die Abschétzung
an(u —up, z — Inz) < c|V2(u — up) |0 V(2 = In2) || < ch?|uls|z|3.

Wir stellen eine Abschétzung bereit, die wir im Folgenden verwenden wollen. Es gilt mit der

46



4.3 Beispiel eines nicht V-konformen Ansatzes

Dreiecksungleichung und der inversen Abschétzung

Solunlzr < > Jun — Tvuls -+ > [Thul3 ¢
TET, TET, TET, (4.29)

< ch 2|\ V2 (up, — Iyu)||3 + cul3.

Aufgrund der Eigenschaft der Hermite-Interpolierenden Ipu gilt
IV (un — )|l < 1V2 (un = Inun) o + V2 (Iyup — Iyu) |n < chluls.
Dies ergibt zusammen mit (4.29))

> lunlsr < cluls.
TeT,

Um die Terme |E}(z,u — up)| und |Ep(u, z — I z)| abzuschétzen, verwenden wir Satz
Danach gilt fiir alle 2 € H3(£2)

2
|En(z,u —up)| = |En(z,up)| < 0h2|2|3< > !Uh@,T) < ch®|zsluls,
TeT,

|En(u, 2z — I2)| = | En(u, In2)| < ch?|uls|z]s.
Mit den Abschétzungen der einzelnen Terme ergibt sich somit insgesamt
lu — upll1 < ch?|uls.

Wir nehmen im Folgenden an, dass das Gebiet 2 H%-regulir ist, d.h. v € H*(£2), und dass
das Gitter gleichférmig in dem Sinn x;41 — z; = Az und y;41 — y; = Ay ist. Das Infimum
und das Supremum (4.28]) lassen sich mit dem Resultat aus Satz abschétzen:

1
inf [V2(u— )5 < (D lu—Lf3z) " < ch?lula,
UEVh TETh

)
sup | h(Qu’w)| §ch2\u|4.
weVy, ||V th

Damit ergibt sich die letzte behauptete Abschétzung
IV (w = up)[n < ch?[ula. O

Bemerkung 4.7. Eine Konvergenz in der Norm ||-|| r2() kann nicht von der Ordnung h3 sein,
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4 Diskretisierung

weder im Fall gleichférmiger Gitter noch im allgemeinen Fall. Der Grund dafiir ist, dass wir

keine Abschétzung der Form

N |=

[Bn(u,on)| < ch®uls( D lenl3)
TeT,

fiir ein H*-regulires Gebiet bekommen, vergleiche Bemerkung Die Konvergenz in der
L?-Norm ergibt sich mit der Poincaréschen Ungleichung aus der Abschitzung in Satz

lu — up|| < ch2|u|3.

4.3.4 Vor- und Nachteile

Auf den ersten Blick handelt es sich bei diesem nichtkonformen Verfahren um ein sehr sparsames
Verfahren. Die verwendeten Polynomraume sind nicht so grof3 wir im konformen Fall. Die
System-Matrizen werden nicht so grofl sein. Die Abschwichung der Stetigkeitsanforderungen
wirkt sich somit positiv auf die Gréfle des Problems aus. Sicher ist zu erwarten, dass das
Losen der diskreten Probleme nicht so aufwéndig ist wie im konformen Fall. Die bewiesenen
Konvergenzordnungen sind nicht vergleichbar mit den Konvergenzordnungen im konformen
Fall. Die Fehler werden auf feineren Gittern nicht so schnell abnehmen, wie das beim konformen
Verfahren der Fall sein wird. Es ist somit zu iiberlegen, ob man nicht durch eine Modifikation die
optimalen Konvergenzordnungen bekommen und trotzdem die Sparsamkeit dieses Verfahrens

nutzen konnte.

4.4 Interior-Penalty-Verfahren

Wir haben bereits in Abschnitt ein konformes Verfahren vorgestellt. Darauthin haben wir
beim nichtkonformen Verfahren in Abschnitt mit dem Adini-Element die Anforderungen
an die Stetigkeit abgeschwécht. In diesem Kapitel betrachten wir eine Methode, die nur
Stetigkeitsanforderungen der Funktion iiber den Finite-Elemente-Ansatz realisiert. Die Rand-
werte werden zum einen durch die Knotenfunktionale und zum anderen {iber die Bilinearform
vorgegeben. Die Interior-Penalty-Methode verwendet ein stetiges bikubisches Element. Hier
werden nur Punktauswertungen e vorgeschrieben, sieche Abbildung Durch Vorgabe des

Polynomraums P(7) = Q3(T') erhalten wir einen unisolventen Finite-Elemente-Ansatz.

Satz 4.22. Die Vorgabe des Polynomraums P(T) und der oben angegebenen Knotenfunktionale

K(T) definieren einen unisolventen Finite-Elemente-Ansatz.
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4.4 Interior-Penalty-Verfahren

Abbildung 4.5: C°-Element

Beweis. Es ist klar, dass gilt dim Q3 = |K(7T')|. Aufgrund der Eindeutigkeit der Interpolation
ist auch klar, dass fiir alle p € Q3(7") gilt p =0 fiir x(p) =0V x € K(T). O

Satz 4.23. Fir die Interior-Penalty-Methode definieren wir folgenden Finite-Elemente-Ansatz-

raum

Vi :={on € L*(02) | (‘Oh‘T € Qs3(T), ¢, stetig in den Knotenpunkten der T € Tp, o = 0
in Knotenpunkten auf 00Qp U002},

Die so definierten Ansatzrdume liefern stetige Uberginge zwischen den Zellen der Zerlegunyg.

Beweis. Durch die Vorgabe von vier Funktionswerten auf einer Kante ist ein Polynom dritten

Grades eindeutig bestimmt. Damit sind die Ubergéinge zwischen den Zellen stetig. O

4.4.1 Beschreibung des Verfahrens

Wie wir schon erwéhnt haben, werden wir bei dieser Methode die Anforderungen die Randbe-
dingungen, die nicht im Finite-Elemente-Ansatzraum verankert sind, durch die Bilinearform
realisieren. Die hier angegebenen Resultate sind zum Teil entnommen aus (Brenner und Sung
2005)). Ausgehend von der variationellen Formulierung fiir die Plattengleichung leiten wir eine

Bilinearform fiir das Interior-Penalty-Verfahren her. Wir summieren dazu die Terme

(Au, Ap)r — (1 — 0){(0fu, 05¢)r + (O3u, 07 @) 1 — 2(9102u, 01020) 1}

(4.30)
+ (OpAu — (1 — 0)0200u, ©)or + (Au — (1 — 0)d}u, Onp)or = (f, @)1

auf jeder Zelle T' € 7Tj,. Bei der Summation treten Spriinge iiber Kanten der Zerlegung 73 auf.

Wir definieren fiir eine (offene) Kante e € &, zwischen den Elementen 7'y und 7-:
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4 Diskretisierung

Definition 4.3. Sprung der Funktion v iiber eine Kante

’¢T+ ’e — Y ’e‘ fiir e C 2,

[¥] = )
’@Z)!e fir e C 012

Um die Eindeutigkeit zu gewéhrleisten, verwenden wir in der Definition [4.3] Betrége.

Definition 4.4. Sprung der Normalableitung einer Funktion 1 iiber eine Kante

On, — On fiir e C (2,
oy = {0 e dwve | e
—Ont), fir e C 612

Fiir eine Kante am Rand wahlen wir n als &ufleren Normaleneinheitsvektor. Im Fall einer
inneren Kante wéihlen wir die Normale, die von Ty nach T_ zeigt. Die Definition ist unabhéngig

von der Wahl von n und somit eindeutig.

Definition 4.5. Mittelwerte der Funktion ¢ auf Kanten

s@r |, +vr|) firec,

k= {w fiir e C 012 (4:31)

3

Wir erinnern daran, dass mit &, die Menge der in 7}, auftretenden (offenen) Kanten bezeichnet
wird. Wir unterscheiden zwischen Kanten auf dem Rand und Kanten im Inneren des Gebietes.
Mit &} sei die Menge der inneren Kanten der Zerlegung bezeichnet, 5,’? bezeichne die Kanten
auf dem Rand 0(2g.

Bei Summation der einzelnen Terme (4.30) iiber die Zellen der Zerlegung treten Spriinge auf.

Die Terme

> (Onu — (1 = 0)070nu, [¢])or

e€Ey
verschwinden, denn nach Definition des Finite-Elemente-Ansatz-Raums verschwindet der
Sprung von ¢ € Vj, iiber alle Kanten der Zerlegung, da ¢ stetig ist, und die Randterme
verschwinden. Durch Summation von (4.30)) iiber alle Zellen der Zerlegung erhalten wir

> [(Au, Ap)p — (1= 0){(0Fu, B30)1 + (d5u, 07 )1 — 2(0192u, D1020)1}]
TeTy,

+ > (Au— (1= 0)dfu, [One])e = (f, ),

e€ly

(4.32)
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4.4 Interior-Penalty-Verfahren

fiir alle ¢ € V},. Stabilisieren und symmetrisieren wir die Terme in (4.32), ergibt sich unter
Beachtung der Randbedingungen

> [(Au, Ap)r — (1= 0){(Fu, 850) 1 + (05u, 87 p)r — 2(0102u, D1020)7}]

TeT,

+ 2 ({Au— (1= )dful, [0ue]), + D ({A¢ = (1= )0}, [0nu]),
6652 6652

+ > %([{anuﬂ, [0n¢1)..
ecEpUEL

wobei |e| die Lénge einer Kante bezeichnet und 7 ein Strafparameter ist, der spiter geeignet

gewahlt wird. Damit definieren wir eine Bilinearform wie folgt:

Definition 4.6. Fiir das Interior-Penalty-Verfahren verwenden wir die folgende diskrete

Bilinearform aj, gegeben als

ah(“a SO) = Ah(ua 90) + Bh(u? 90) + Uch(% 90)7
An(u,9) == Y [(Au, Ap)r — (1= 0){(9u, B30)r + (Fu, o)1 — 20 dou, 01020)1} |

TeT),

Bi(u,g) == 3. ({Au— (1 - 0)du}, [0u¢]), + ({A¢ — (1 — 0)970) }, [0nu]),.
6652

Chlug) = 3 %([{anuu,uansome.
e€EPUEP

Das Interior-Penalty-Verfahren lautet somit:

Finde ein uy, € V4, so dass
an(un, ) = (f,p) ¥ p € Vi (4.33)

Mit Lemma 5 in (Brenner und Sung 2005) kann man in die diskrete Bilinearform die kontinu-
ierliche Losung u der Plattengleichung (3.11)) einsetzen und es gilt ap(u, ) = (f, ¢). Fiir das
Interior-Penalty-Verfahren gilt also die Galerkin-Orthogonalitét

an(u—up, ) =0 Vo € V.

Im Folgenden untersuchen wir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Wir fiithren dazu

folgende Norm ein:

2 —
lell® := > {leliae) + leling} + D lel [§Ae} [ + 2 lel ™ 10nellZe() -

TeT, ecy, 6652
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4 Diskretisierung

Dass dies fir |0§2g| > 0 eine Norm ist, sieht man wie folgt: Ist |||¢||| = 0, so gilt auf jeder Zelle
l@l iy = 0, d.h. @ ist auf jeder Zelle konstant. Der Term [e|~||[0,¢] || 12() = O impliziert,
dass ¢ global konstant ist. Ist ein Teil des Randes eingespannt, also 02 # (), so gilt ¢ =0
auf ganz 2. Um die eindeutige Losbarkeit des diskreten Problems zu zeigen, weisen wir nach,

dass die Bilinearform ay(+, ) koerziv und beschrankt ist.

Satz 4.24. Die Bilinearform ay(-,-) aus Definition [4.6 ist beziglich der Norm |||-||| beschrinkt.

Beweis. Es gilt mit der Holderschen Ungleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

lan(u, @)] < (L+n)l[ullllell Vu, ¢ € Va.

Somit ist die oben definierte Bilinearform ay(+, ) beziiglich der Norm |||-||| beschréankt. O

Um die Koerzivitat zu zeigen, definieren wir die Seminorm

’30|i2z = Z |¢|12‘IZ(T) + Z ‘e|_1|‘[[an()0]]”%2(e)
TeTy, 6652

Auf dem Finite-Elemente-Raum sind die Norm |||¢]|| und die Seminorm |p|;, dquivalent.

Lemma 4.25. Es gibt ein ¢ > 0, so dass die Ungleichungskette

leln < llelll < cleln

gilt.

Beweis. Die erste Ungleichung ist wegen der Definitionen der Norm bzw. der Seminorm
automatisch erfiillt. Mit der Spurabschétzung (4.7)) und der inversen Abschitzung (4.2)) gilt

2
> el 1§20} oy < ¢ X lellIVZellinr < Y lelem Yo € Vi (4.34)
(e)
EE(S}OL TGTh TeTh

Mit der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung fiir stiickweise H!-Funktionen (Brenner|2003)

gilt
Do leltry < e X el +e Do lel 0], Yo € Vi
TeT), TeT, 665;
Damit ist auch die zweite Ungleichung gezeigt. O

Wir kénnen nun die Koerzivitdt der Bilinearform zeigen.
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Satz 4.26. Die Bilinearform ay(-,-) ist beziiglich der Norm |||-||| koerziv auf dem Finite-

Elemente-Raum Vy, wenn der Strafparameter n grofi genug gewdhlt wird. Es gilt fir ein
v>0

an(p, ) = Tllell> Ve € Vi

Beweis. Zuerst geben wir eine Abschéitzung fiir den Teil By(-,-) (vgl. Definition [4.6). Mit der

Cauchy-Schwarz- und der Youngschen Ungleichung gilt aufgrund der Randbedingungen von ¢
flir ein beliebiges o > 0

—By (¢, ¢) < |Bi(e, ¢)l

<2
ec&y

[{ae - (1-0)a?}|

2 2
L2(e) 11022 e)

2

< 3 {oll[tae— -0}, +o el M0uel s, }-

ee&y

Analog zur Abschétzung (4.34]) ergibt sich mit obigen Abschéatzungen fiir den Teil By (¢, ¢)

Bu(p, ) = —co > leluwzery — o' D el 10n¢llliz), Ve € Vi
TeTy ec&y

Die Konstante ¢ hiangt nur von der Formregularitit von 7;, ab. Wie schon in Abschnitt [4.3]
gezeigt wurde, konnen wir den Term Ap(+,-) nach unten abschitzen durch

Ap(e,0) > (1—0) > |¢‘%{2(T)‘
TeT),
Wahlen wir

1- 1- 1
? und n= J4—7,

_ 4.35
0= 5 . (4.35)

so erhalten wir fiir ay (¢, @)

1—0 2c
an(p,9) = An(e, @) + Bulw, @) + (—5— + =) Culw: )

1—0 2c _
> (1-o) Z “P‘%P(T) 9 Z M%{?(T) T1_o Z le] 1H<9n<PHL2(e)
TeTy, TeT, e€&p
1—0 2c _
+ + ) > lel HonelZz (e
2 l1—-0
eefﬁ
1—o0 9 9
> ( 5 Neln > lllell”
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Da o € [0,1) liegt, ist v = 15—: > (0. Damit ist die Koerzivitat der Bilinearform gezeigt. [

Wir nehmen im Folgenden an, dass 1 geméaf gewahlt wird. Wie bereits bei den anderen
Verfahren zeigen wir mit dem Darstellungssatz von Riesz, dass das Interior-Penalty-Verfahren
eine eindeutige Losung besitzt. Dazu zeigen wir, dass (f, ) stetig beziiglich der Norm |||-||| ist.
Es gilt

(£l < U flHllell < cllell Ve € Vi

Fiir Funktionen ¢ aus Vj konnen wir die verallgemeinerte Poincarésche Ungleichung fiir
¢ anwenden. Da V}, ein endlichdimensionaler Raum ist, sind die Normen ||[Vg|| und |||¢|||

aquivalent. Daher gelten die Ungleichungen

lell < ellVel < clllelll-

mit einer von h abhéngigen Konstante ¢ = ¢(h). Zusammen ergibt sich die Stetigkeit

[(Fs o)l < cllielll-

Satz 4.27. Das Problem ([4.33) hat fiir jedes f € L?(§2) eine eindeutige Lésung uj, € Vi,
sofern |002g| > 0 gilt und der Strafparameter n grofi genug gewdhlt wurde.

Beweis. In den Séitzenundhaben wir gezeigt, dass die Bilinearform ay(+, -) beschriankt
und koerziv auf dem Finite-Elemente-Raum V}, ist. Aufgrund der Stetigkeit von (f, -) beziiglich
der Norm [||-||| gibt es nach dem Darstellungssatz von Riesz eine eindeutige Losung des
Problems ([4.33)), sofern gilt |0425] > 0. O

4.4.2 Fehlerabschiatzungen

In diesem Abschnitt zeigen wir Fehlerabschétzungen fiir die Interior-Penalty-Methode, die wir
im vorherigen Abschnitt eingefiihrt haben. Diese sind teilweise entnommen aus (Brenner und
Sung]2005)). Zuerst zeigen wir eine Bestapproximationseigenschaft. Sei u die kontinuierliche
Losung der Plattengleichung und up € Vj, die diskrete Losung der Interior-Penalty-
Methode ([4.33). Dann gilt mit Céa’s Lemma die Abschitzung

llw —upll| < ¢ inf [lu—exl]. (4.36)
PrEVY
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4.4 Interior-Penalty-Verfahren

Satz 4.28. Ist das Gebiet 2 H*-regulir, k = 3 oder 4, gilt fir die Losung v von (3.11))
und up, € Vy,, die diskrete Losung der Interior-Penalty-Methode (4.33|) in der Norm |||-||| die
folgende Abschdtzung

llu = unlll < ch*2July.

Beweis. Nach (4.36) gilt [[lu — us||| < cinfy, v, [[lu — @pl]|. Sei Iv € V), die Konteninterpolie-

rende von v. Damit gilt
llu —unlll < ¢ inf [Ju—enll <[lu—Ixul].
PrhEVR
Wir wollen zeigen, dass gilt |||u — [ull|> < ch®*~*|u|2, wobei

llw = Lwull® = > {lu — Inulfeip) + lu — Inulfn )}

TeTy
+ Sl @ B HEagy + 3 lel ™ 10n(u — Tnu)]eq,
ecly, EGS;?

Dazu betrachten wir die ersten Summanden einzeln. Es gilt aufgrund der Interpolationsab-

schitzung

| — Tnul g2y < ch*?[ul g,

lu — Tnul gy < chk_l\u]Hk(T).

Mit der in [£.5] bewiesenen Spurabschitzung und der Interpolationsabschitzung gilt fiir den

ersten Teil der Randterme

2 2
> el I{Am - Ihu)}}HLQ(e) <ch > HVQ(u - Ihu)’ 126
e€&y, ey
< ch Z (h\u — Ihuﬁqg(T) + h71|u — Ihuﬁvp(T))
TET,
< ch? Z ‘Uﬁ{k(T) = Ch2k74|u‘%-
TeT,
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4 Diskretisierung

Fiir den zweiten Teil der Randterme ergibt sich entsprechend:

> lel ™ 0n (u = D) 72y < eh ™' D IV (u = Inu)72(,)

ec&y e€&y
<ch™! Z (hlu — IhUﬁ-{Q(T) +h 7 — Ihuﬁp(T))
TETh
k— k—
< ch*—1 Z ‘“ﬁlk(T) = ch? 42,
TETh

Zusammengefasst ergibt sich die behauptete Abschéitzung

llu = Tuul] < B5~2Juls. (4.37)

Fiir den Fehler in der L?- und der H'-Norm zeigen wir die folgende Abschitzung.

Satz 4.29. Ist das Gebiet 2 H*-regulir, k = 3 oder 4, dann gilt fiir die Losung u von (3.11))
und up, € V,, die diskrete Losung der Interior-Penalty-Methode (#.33)), in der L?- bzw. in der
H'-Norm die folgende Abschitzung

lu —uplls < ch®* 5 Hulp, s=0 oder 1.

Beweis. Der Beweis verlauft wie im konformen Fall. Da hier die Norm [||-||| zur Abschétzung
verwendet wird, fithren wir den Beweis aus. Wir verwenden zum Beweis den Nitsche-Trick
und erhalten mit dem eindeutig l6sbaren dualen Problem (3.13)) fiir alle ¢ € V3,

(9, w—up)| = lan(u —up, 2)| = |an(u — un, 2 — on)| < cl|z — opll2/|u — un2,
Es gilt dann fiir ¢y € Vj aufgrund der Stetigkeit der Bilinearform
(g, u —un)| = lan(z,u —up)| = lan(z = on, v —un)| < cll|z = enllllllw — unl,

denn wegen der Galerkin-Orthogonalitat ist ap(@p, u — up) = 0. Sei nun ¢y, € V;, die Bestap-
proximation in der Norm |||-|||. Dann lésst sich die Differenz mit (4.37) abschétzen durch

Iz = enll < lllz = Inzlll < ch*=*2||2]lk—s.

Mit der a-priori Abschitzung gilt |||z — || < ch*=72||g||_s. Den Term |||u — up||| hatten wir
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4.5 Modifiziertes Interior-Penalty-Verfahren basierend auf dem Adini-Element

bereits in Satz abgeschétzt. Zusammen ergibt das die Abschétzung
(g u = un)| < b g]|—slul-

Es gilt aufgrund der Definition der Normen

|lu —uplls = sup g, u = un)l < ch® 754 ul,, s =0 oder 1.
geEH—s ||g||*s
Damit haben wir die behaupteten Abschétzungen gezeigt. O

Bemerkung 4.8. Fiir ein H*-regulires Gebiet erhalten wir

lu = upl < ch*fuls,

Ju—up|l1 < ch®luly

fiir den L2- und den H!'-Fehler.

4.4.3 Vor- und Nachteile

Dieses Verfahren verwendet genau wie das konforme Verfahren den Polynomraum Q3. Dadurch,
dass die Anforderungen an die stetige Differenzierbarkeit im Gegensatz zum konformen
Verfahren abgeschwécht sind, konnte man vermuten, dass dieses Verfahren attraktiver ist.
Die Konvergenzabschatzungen fiir die Fehler sind genau die selben, die auch das konforme
Verfahren liefert. Die Anordnung der Freiheitsgrade des verwendeten Lagrange-Q3-Elements
fiihrt jedoch bei Gitterverfeinerung schnell zu groflen Matrizen. Diese sind nicht sehr diinn
besetzt, denn es miissen nicht nur die Terme fiir die Beitréige jeder Zelle der Zerlegung berechnet
werden, sondern auch die Beitrdge, die von jeder Kante geliefert werden. Fiir eine Zelle sind
also fiinf mal so viele Matrixeintrige zu berechnen wie bei den vorher besprochenen Verfahren.

Das wird sich negativ auf die Rechenzeit auswirken.

4.5 Modifiziertes Interior-Penalty-Verfahren basierend auf

dem Adini-Element

Wir haben mit dem konformen Element ein relativ leistungsfihiges Verfahren vorgestellt.
Unsere Motivation war es, die Stetigkeitsanforderung abzuschwéchen, um kleinere und nicht

so dicht besetzte Matrizen zu bekommen. Das Adini-Element lieferte ein nichtkonformes
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4 Diskretisierung

Verfahren, das diese Bedingungen erfiillte. Was wir dafiir hinnehmen mussten, waren die
schlechten Konvergenzordnungen im Vergleich zum konformen Verfahren und zur Interior-
Penalty-Methode. In diesem Abschnitt geben wir eine mogliche Verbesserung mit dem Adini-
Element an. Dazu verwenden wir als Finites Element das in Abschnitt 3] beschriebene Adini-
Element. Die variationelle Formulierung werden wir dahingehend dndern, dass Randwerte der
Funktion nicht mehr {iber variationelle Formulierung eingebaut werden. Randwerte werden nur
noch iiber die Knotenfunktionale vorgegeben. Wir werden eine abgewandelte Interior-Penalty-
Methode vorstellen, die das Adini-Element verwendet. Die Vorgabe der Knotenfunktionale
ist in Abbildung [4.2) auf Seite [27] beschrieben. Wir tibernehmen den Polynomraum des Adini-
Elements
P(T) = P3(T') @ span {xlx%, ;17:1)’:1:2} .

Im Abschnitt [£.3] haben wir gesehen, dass dieser Ansatz unisolvent ist. Mit dem Finite-

Elemente-Ansatzraum

Vi, i= {n € L*(2) | ¢n|p € P(T), pn und Vo, stetig in den Eckpunkten der T' € 7,
on = Onop, = 0 in Eckpunkten auf 2z, ¢, = 0 in Eckpunkten auf 92}

hatten wir einen Ansatz definiert, der nicht V-konform ist. Es gilt aber die Inklusion V}, C
C(0).

4.5.1 Beschreibung des Verfahrens

Wie bereits erwahnt, werden wir nicht die urspriingliche Bilinearform vom Verfahren mit
dem Adini-Element verwenden. Wir wollen eine abgewandelte Bilinearform der Interior-
Penalty-Methode verwenden. Es ist dabei zu beachten, dass die Randbedingungen schon
in der Formulierung des Finite-Elemente- Ansatzraumes enthalten sind. Wir verwenden die
Bezeichnungen aus Abschnitt [£.4] auf Seite [48]

Definition 4.7. Fiir das Verfahren definieren wir in Anlehnung an die in Abschnitt [4.4]
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4.5 Modifiziertes Interior-Penalty-Verfahren basierend auf dem Adini-Element

hergeleitete diskrete Bilinearform.

ah(uv 90) = Ah(“? 90) + Bh(u7 90) + nch(uv 90)7

Ah(ua 30) = Z [(AU, ASO)T - (1 - U){(8%u7 ag@)T + (82216, (9%(,0)71 - 2(8182U, 818290)71}} )
TeT;,

Bu(u, ) := Y ({Au—(1—0)du}, [0,¢]), + ({Ap — (1 = 0)07 )}, [0pul),.
ec&y

Chlu, @) ==Y %([[&m]], [0n])., -
ec&y

Das modifizierte Verfahren auf dem Adini-Element lautet somit:

Finde ein uy, € V}, so dass
ap(un, @) = (fip) V€ Vi (4.38)

Wie schon beim Interior-Penalty-Verfahren gilt fiir das modifizierte Interior-Penalty-Verfahren
die Galerkin-Orthogonalitat

ap(u —up, @) =0 Vo €V

Wir haben bereits in den Satzen [£.24] und [4.26] die Beschranktheit und die Koerzivitit der
Bilinearform fiir geniigend groflen Strafparameter n gezeigt. Die Beschrinktheit und die
Koerzivitéit fiir oben definierte Bilinearform folgen analog. Damit hat das oben definierte

Verfahren nach dem Darstellungssatz von Riesz eine eindeutige Losung fiir f € L?(§2) und
|3_QE‘ > 0.

4.5.2 Fehlerabschiatzungen

Die Resultate des Interior-Penalty-Verfahrens konnen wir auf diesen Fall iibertragen. Wir

erhalten folgende Fehlerabschétzungen.

Satz 4.30. Ist das Gebiet 2 H*-requlir k = 3 oder 4, gilt fiir die Losung u von und
up, € Vi, die diskrete Losung der modifizierten Interior-Penalty-Methode auf dem Adini-
Element (4.38)) die folgenden Abschditzungen

llu = unlll < ch*Julg,

|u—uplls < ch®* 5 4ulp, s=0 oder 1.

Beweis. Die Aussagen werden analog zu denen in Abschnitt [4.4] bewiesen. O
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4 Diskretisierung

Bemerkung 4.9. Fiir ein H*-regulires Gebiet erhalten wir

lu = upll < ch*luls,

Ju —uplly < ch®luls
fiir den L2- und den H!'-Fehler.

Die erhoffte Verbesserung zum urspriinglichen Verfahren mit dem Adini-Element in den

Konvergenzordnungen ist somit erreicht.

4.5.3 Vor- und Nachteile

Durch die Modifikation der Bilinearform des schon bestehenden nichtkonformen Verfahrens
auf dem Adini-Element werden die Konvergenzordnungen in der L?- und der H!'-Norm
verbessert. Somit ist es gelungen die Methode mit dem Adini-Element so zu veréndern, dass
die Konvergenzordnungen genauso gut sind wie im Fall des konformen Elements bzw. im
Fall des Interior-Penalty-Verfahrens. Dadurch, dass als Finites Element das Adini-Element
verwendet wird, sind bei Gitterverfeinerung die entstehenden Matrizen nicht so grofl wie
beim Interior-Penalty-Verfahren. Das liegt daran, dass beim Adini-Element ausschliefilich
Freiheitsgrade in den Eckpunkten der Zelle verwendet werden und nicht, wie beim Interior-

Penalty-Verfahren, Auswertungen auf den Kanten und im Innern der Zelle.

4.6 Finite Elemente auf nichtkartesischen Zellen

Alle in diesem Kapitel beschriebenen Verfahren beruhen auf achsenparallelen Zellen. Damit
sind moégliche Gebiete sehr eingeschrinkt. Wir haben bisher keine Aussagen dariiber getroffen,
wie die verwendeten Finiten Elemente auf allgemeinen Gittern aussehen. Ob es iiberhaupt
moglich ist die beschriebenen Verfahren auf allgemeinen Gebieten zu verwenden, werden wir

im Folgenden skizzieren.

Fiir das konforme bikubische Plattenelement ist eine Transformation vom Einheitsquadrat auf
ein Rechteckelement, dessen Seiten parallel zur x1- und xs-Achse liegen, moglich. In (Schwarz
1984) wird beschrieben, dass die partiellen Ableitungen, insbesondere die gemischte zweite
partielle Ableitung, durch konstante Faktoren, die von der Lénge des Elements bestimmt sind,
transformiert werden. Bei einer Abbildung auf ein Parallelogramm ist eine Transformation
nicht mehr so einfach méglich. Um die gemischte zweite Ableitung zu transformieren, wer-

den Linearkombinationen aller zweiten Ableitungen benoétigt. Diese werden aber nicht als
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4.6 Finite Elemente auf nichtkartesischen Zellen

Knotenvariablen vorgegeben. Daher ist ein konformer bikubischer Ansatz auf Rechtecke und

Parallelogramme beschrénkt.

Fiir das Adini-Element haben wir bereits bei der Durchfithrung der Fehlerabschatzungen
gesehen, dass eine Transformation auf Rechtecke, deren Seiten parallel zu den Achsen sind,
moglich ist. Es ist notig die ersten partiellen Ableitungen zu transformieren. Fir allgemeine
Vierecke ist in (Schwarz |1984) gezeigt wie diese Transformation durchgefiihrt wird. Eine solche
Transformation erfordert einen erheblichen Rechenaufwand. Fiir diese Félle sind nur noch die

allgemein gezeigten Fehlerabschatzungen giiltig.

Das fir das Interior-Penalty-Verfahren verwendete Lagrange-Element kann mit Hilfe einer
affinen Abbildung auf Parallelogramme transformiert werden. Verwendet man eine bilineare
Transformation, kann man das Referenzelement auf allgemeine Vierecke transformieren. Dies
kann in (Braess||1997) nachgelesen werden. Fiir allgemeine Gitter ist die in dieser Arbeit

gezeigte Fehleranalyse giiltig.

Damit ist das Interior-Penalty-Verfahren die einzige in dieser Arbeit vorgestellte Methode, fiir
die auf allgemeinen Gittern die optimale Konvergenzordnung gilt. Das nichtkonforme Verfahren
mit dem Adini-Element ist auf allgemeine Gitter transformierbar. Die Konvergenzordnungen

sind nicht optimal.
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5 Numerische Analyse der vorgestellten

Verfahren

In diesem Kapitel werden wir die vorgestellten Verfahren numerisch untersuchen und ana-
lysieren. Alle aufgefiihrten Beispiele passen in den Kontext von Kapitel [3] Wir geben eine
ausfithrliche Konvergenzanalyse aller vorgestellten Verfahren auf verschiedenen Gebieten mit
unterschiedlichen Randbelegungen. Wir vergleichen die Verfahren anhand der Rechenzeit, die
notig ist, um eine bestimmte Genauigkeit zu erreichen, bzw. in Hinblick auf die Anzahl der

verwendeten Freiheitsgrade, die notig sind, um eine entsprechende Genauigkeit zu erzielen.

5.1 Bestimmung eines geeigneten Strafparameters fiir das

Interior-Penalty-Verfahren

Um mit dem Interior-Penalty-Verfahren eine eindeutige Losung zu bekommen, muss man den
Strafparameter n geeignet wihlen, vgl. . Wie grof3 der Parameter in der Praxis sein wird,
werden wir im Folgenden analysieren. Dazu fithren wir Testrechnungen mit verschiedenen
Parametern durch. Wir vergleichen die Anzahl der benétigten Iterationsschritte des cg-
Verfahrens, um die linearen Gleichungssysteme zu 16sen. Von Interesse ist auch das Verhalten
der Fehler bei unterschiedlichen Strafparametern. Hierzu ist das Verhalten in Abhéngigkeit
der Anzahl der cg-Iterationsschritte in Abbildung dargestellt. Es wurde nur der L?2-
Fehler betrachtet. Die Fehler in der H'- bzw. H?-Seminorm verhalten sich entsprechend. In
Abbildung wird die Anzahl der Iterationsschritte bei unterschiedlichem Strafparameter
verdeutlicht. Der Ubersichtlichkeit halber wurden nur die Berechnungen dargestellt, bei denen
der Strafparameter fiir die Konvergenz des cg-Verfahrens grofi genug gewahlt war. Zu grofie
Parameter fithren zu grofleren Fehlern in der Losung und dazu, dass das cg-Verfahren nicht

konvergiert. Daher wurden zu grofie Parameter nicht in den Abbildungen dargestellt.

Die Testrechnungen zeigen, dass als optimaler Strafparameter n = 3,5 gewahlt werden sollte.
Fiir diesen Wert konvergiert das cg-Verfahren mit den wenigsten Schritten und die Fehler

in der Losung sind kleiner als bei den anderen Parametern. Daher verwenden wir fir die
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Abbildung 5.1: Der L?-Fehler bei unterschiedlichen Strafparametern
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Abbildung 5.2: Anzahl der Iterationsschritte bei unterschiedlichen Strafparametern
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5.2 Konvergenzanalyse

folgenden Rechnungen den Strafparameter nn = 3,5 fiir das Interior-Penalty-Verfahren und das

modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element.

5.2 Konvergenzanalyse

In diesem Abschnitt analysieren wir die Verfahren an verschiedenen Modellproblemen. Zur
Berechnung verwenden wir Gebiete, die sich aus Rechtecken zusammensetzen lassen. Wir
betrachten dabei verschiedene Konfigurationen in den Randbedingungen. Wir setzen die
Querkontraktionszahl fiir die Berechnungen auf ¢ = 0. Verwenden werden wir als Gebiete
ein Einheitsquadrat 2 = (—1,1)2, ein L-Gebiet 2 = (—1,1)?\ [0, 1]? und ein Schlitzgebiet
2 =(-1,1)2\{(z1,22) | 1 =0, 22 € [-1,0]}. Die verschiedenen Randbedingungen werden
in Abbildung dargestellt. Zuerst vergleichen wir die implementierten Verfahren anhand

Ll u:anu:(),

u =0,

freier Rand.

Abbildung 5.3: Darstellung der verschiedenen Randbedingungen

einiger Beispiele, bei denen die analytische Losung bekannt ist. Spéter stellen wir Beispiele vor,
bei denen wir die analytische Losung nicht kennen. Dann verwenden wir auf feineren Gittern
berechnete Referenzlosungen. Auflerdem betrachten wir Randbelegungen, die zu Singularitéten
in der Losung fithren. Uns interessiert dabei, wie sich diese in den verschiedenen Verfahren
widerspiegeln und welche Auswirkungen sie haben. Zur Analyse der Verfahren berechnen wir
auf global verfeinerten Gittern die L2-, H'- und H?- Fehler. Die Referenzlosung ist auf einem
Gitter berechnet, das zweimal feiner ist als die feinste betrachtete Losung. Zuerst vergleichen
wir die beschriebenen Verfahren auf dem Einheitsquadrat. Dabei betrachten wir Beispiele mit
unterschiedlichen Randbelegungen. Die Ergebnisse sind in Tabellen dargestellt. Darin sind die
Fehler und Konvergenzordnungen bei Gitterverfeinerung aufgetragen. Die Abkiirzung #dofs
steht fir die Anzahl der Freiheitsgrade (degrees of freedom). Die letzte Zeile in jeder Tabelle
stellt die in dem jeweiligen Fall erwartete Konvergenzordnung dar. In den Féllen, in denen die
analytische Losung bekannt ist, bekommen wir die optimalen Konvergenzordnungen, die wir
in den Fehlerabschatzungen gezeigt haben. Fir nicht regulére Losungen bekommen wir fiir die
Fehler Abschatzungen, die im Wesentlichen vom Interpolationsfehler und von der Regularitit
der Losung abhingen: ||u — up|ls < ch®*~4|uly, und |Ju — uyll2 < A*2|ulg, s = 0 oder 1, fiir ein
HP-reguléires Gebiet 2.

65



5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

5.2.1 Einheitsquadrat

In diesem Abschnitt betrachten wir das Verhalten der beschriebenen Verfahren auf dem Ein-
heitsquadrat. Wir geben die Regularitdt der Losungen und die erwartete Konvergenzordnung

flir jedes Beispiel an.

Die eingespannte Platte

Wir haben bereits gesehen, dass eine eingespannte Platte durch die Gleichung

Ay =f in {2,

(5.1)
u=0pu=>0 auf 042

beschrieben wird. In Abbildungwird diese Situation verdeutlicht. Die Aufgabe (5.1)) wollen

TTTT T T T T T T T I T TT]
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.4: rundherum eingespannte Platte
wir auf 2 = (—1,1)% mit rechter Seite
fl@r, @) = 24(aF = 1)? + 24(23 — 1)2 + 2 (1223 — 4) (1203 — 4))
16sen. Durch Nachrechnen erschliefit sich, dass die Funktion
u(w,22) = (af —1)*(23 — 1)?

auf (2 die Differentialgleichung und auf 92 die geforderten Randdaten erfiillt. Die Konvergenz-
analyse ist in den Tabellen [5.1] bis [5.4] dargestellt. Die Tabellen [5.1] bis [5.3] verdeutlichen, dass
alle Verfahren von der bewiesenen Ordnung konvergieren. Wie wir schon bei der theoretischen

Analyse gesehen haben, konvergiert das Verfahren mit dem nichtkonformen Adini-Element
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5.2 Konvergenzanalyse

nicht so gut wie die beiden anderen vorgestellten Verfahren. Dieses Problem wollten wir 16sen,
indem wir das Interior-Penalty-Verfahren auf dem Adini-Element rechnen. Die Konvergenzord-
nungen sind in der Tabelle angegeben. Diese Tabelle zeigt, dass die Konvergenzordnungen

durch die Modifikation tatsachlich verbessert werden konnte.

Tabelle 5.1: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement am Beispiel
der eingespannten Platte auf dem Einheitsquadrat

# dofs ‘ ||u—uhHL2(Q) ‘ \u—uh|H1(Q) ‘ |u—uh\H2(Q)
16 | 8.01e-01 - 2.13e+4-00 - 7.27e400 -
36 | 6.71e-02 | 3.58 | 2.73e-01 | 2.96 | 1.75e+00 | 2.05
100 | 4.15e-03 | 4.01 | 3.19e-02 | 3.10 | 4.11e-01 | 2.09
324 | 2.59e-04 | 4.00 | 3.91e-03 | 3.03 | 1.01e-01 | 2.02
1156 | 1.62e-05 | 4.00 | 4.87e-04 | 3.01 | 2.52e-02 | 2.00
erwartet - J400] - 300 @ - 2.00

Tabelle 5.2: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element am Beispiel der
eingespannten Platte auf dem Einheitsquadrat

#dofs | flu—unllrye | lu—uwnlm@) | |u—unlp2o
12 [ 8.01e-01 | - |213e4+00 | - | 7.27e+00 | -
27 | 5.25¢-02 | 3.93 | 3.06e-01 | 2.80 | 1.94e+00 | 1.91
75 | 6.09e-02 | -0.21 | 1.84e-01 | 0.73 | 1.02e+00 | 0.92
243 | 1.87¢-02 | 1.71 | 5.14e-02 | 1.84 | 2.87¢-01 | 1.83
867 | 4.88e-03 | 1.93 | 1.31e-02 | 1.97 | 7.37e-02 | 1.96
erwartet - |20 | - J200]| - 2.00

Die gelenkig gelagerte Platte
Wieder betrachten wir ein Beispiel auf dem Einheitsquadrat, bei dem wir die analytische
Loésung kennen. Diesmal geben wir andere Randbedingungen vor. Es ist die Gleichung

Ay = f
u=M(u)=0

in £2,

5.2
auf 012 (5:2)
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Tabelle 5.3: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren am Beispiel der einge-

spannten Platte auf dem Einheitsquadrat

#dofs | [lu—unlliy2) | lu—unlmio) | lu—unlpo
16 | 7.60e-01 | - | 2.05e+00 | - | 7.23e+00 | -
49 | 6.36e-02 | 3.58 | 2.62e-01 | 2.97 | 1.74e+00 | 2.06
169 | 3.96e-03 | 4.01 | 3.07e-02 | 3.09 | 4.10e-01 | 2.08
625 | 2.47e-04 | 4.00 | 3.77e-03 | 3.02 | 1.01e-01 | 2.02
2401 | 1.54e-05 | 4.00 | 4.70e-04 | 3.01 | 2.52e-02 | 2.00
erwartet - J400] - 300 - 2.00

Tabelle 5.4: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element

am Beispiel der eingespannten Platte auf dem Einheitsquadrat

# dofs ‘ Ju — UhHL2(Q) ‘ lu — Uh|H1(Q) ‘ lu — uh’HQ(Q)
27 | 1.73¢-02 | - | 4.14e-02 | - | 15801 | -
75 | 5.49e-03 | 1.66 | 1.35e-02 | 1.62 | 8.90e-02 | 0.83
243 | 5.48¢-03 | 0.00 | 1.40e-02 | -0.05 | 6.76e-02 | 0.40
867 | 1.04e-03 | 2.40 | 2.51e-03 | 2.48 | 1.93e-02 | 1.81
3267 | 8.16e-05 | 3.67 | 2.01e-04 | 3.65 | 3.85e-03 | 2.32
erwartet - 400 - [300]| - 2.00
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5.2 Konvergenzanalyse

auf £2 = (—1,1)? mit rechter Seite

5

flor,z2) =2 (5ot +09) = 5@+ 08) + @F - DaF - 1)+ )

zu l6sen. Man rechnet nach, dass die Funktion

(1, 1, 5 14125>

ulwy, x2) = (129”1 RO 12) <12 572 1
auf {2 die vorgegebene Differentialgleichung und auf 92 die Randdaten erfiillt. Die Konfigu-
ration der Randdaten ist dargestellt in Abbildung [5.5] Die Tabellen [5.5] bis [5.7] beinhalten

(a) Randbelegung (b) Losung
Abbildung 5.5: rundherum gelenkig gelagerte Platte

die Konvergenzordnungen fiir die in diesem Unterabschnitt berechneten Lésungen. Wieder
sehen wir das schon im vorigen Beispiel auftretende Phédnomen. Auch bei dieser Konfiguration
schneidet das Adini-Element im Vergleich nicht gut ab. Die Modifikation des Verfahrens mit
dem Adini-Element liefert verbesserte Resultate. Dies wird in Tabelle dargestellt.

Tabelle 5.5: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement am Beispiel
der gelenkig gelagerten Platte auf dem Einheitsquadrat

# dofs | Hu—uhHL2(Q | \U—Uh|H1(Q | u— unl g2
36 | 6.38¢-03 1.74e-02 8.92¢-02 | -

100 | 8.77e-04 | 2.86 | 4.39e-03 | 1.99 | 3.26e-02 | 1.45
324 | 8.71e-05 | 3.33 | 7.32e-04 | 2.59 | 9.97e-03 | 1.71
1156 | 6.24¢-06 | 3.80 | 1.01e-04 | 2.86 | 2.66¢-03 | 1.91
4356 | 4.05e-07 | 3.94 | 1.30e-05 | 2.96 | 6.76e-04 | 1.97

erwartet - 400 - |300| - 2.00
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.6: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element am Beispiel der
gelenkig gelagerten Platte auf dem Einheitsquadrat

# dofs ‘ lu — unllr2(0) ‘ u— unlm (o) ‘ u = unlm2(0)
27 | 6.66e-02 | - 1.48e-01 | - 3.30e-01 -
75 | 8.55e-03 | 2.96 | 2.54e-02 | 2.54 | 5.50e-01 | -0.74
243 | 3.09e-03 | 1.47 | 7.26e-03 | 1.81 | 1.06e-01 | 2.37
867 | 8.23e-04 | 1.91 | 1.86e-03 | 1.97 | 1.97e-02 | 2.43
3267 | 1.99e-04 | 2.04 | 4.46e-04 | 2.06 | 3.60e-03 | 2.45
12675 | 4.01e-05 | 2.32 | 8.94e-05 | 2.32 | 5.99e-04 | 2.59
erwartet - ‘ 2.00 ‘ - ‘ 2.00 ‘ - 2.00

Tabelle 5.7: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren am Beispiel der gelen-
kig gelagerten Platte auf dem Einheitsquadrat

# dofs ‘ \u—uhHLz(Q

\U - Uh|H1

lu — unlg2 (o)

49
169
625

2401
9409

6.38¢e-03
8.65e-04
8.61e-05
6.11e-06
3.95e-07

3.33
3.82

|
2.88
3.95

1.74e-02
4.34e-03
7.22e-04
9.89e-05
1.27e-05

2.59
2.87

) |
2.01
2.96

8.92e-02
3.26e-02
9.97e-03
2.66e-03
6.77e-04

1.45
1.71
1.91
1.97

erwartet

| 4.00 |

| 3.00 |

2.00

Tabelle 5.8: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
am Beispiel der gelenkig gelagerten Platte auf dem Einheitsquadrat

# dofs | flu—unllr2) | lu—unlpro) | |u—unlpo

27

75
243
867
3267
12675

6.66e-02
3.74e-02
8.14e-03
6.42e-04
4.16e-05
2.46e-06

0.83
2.20
3.66
3.95
4.08

1.48e-01
8.48e-02
1.83e-02
1.49e-03
1.08e-04
7.72e-06

0.80
2.21
3.62
3.79
3.80

3.30e-01
2.62e-01
9.68e-02
1.91e-02
3.46e-03
5.64e-04

0.33
1.44
2.34
2.47
2.61

erwartet

| 4.00 |

| 3.00 |

2.00
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5.2 Konvergenzanalyse

Wechselnde Randbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir das Plattenproblem auf dem Einheitsquadrat mit wech-

selnden Randbedingungen. Folgende Gleichung sei zu 16sen:

Au=f in {2,
u=0pu=>0 auf 002g,
u=M(u)=0 auf 002g,
M(u)=N(u)=0 auf 002p.

1. Beispiel Die Gleichung (5.3)) soll auf §2 = (—1,1)? mit rechter Seite f(x1,72) = 6 geldst
werden. Die Randstiicke 02¢ und 902 sind durch

002g = {(z1,22) € 002 | z9 = —1 oder zy = 1},
8'QF = {(mlaxQ) €002 | T = —1 oder T = 1}’

gegeben. Durch Nachrechnen verifiziert man, dass obige Aufgabe durch

1 3 5

u(zy,x2) = ng - §x§ + 1

gelost wird. Die Belegung der Randbedingungen und die Darstellung der Losung kann
man Abbildung[5.6]entnehmen. Zum Vergleich geben wir wieder Tabellen mit den Konver-

(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.6: erstes Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (G/F) auf dem Einheits-
quadrat

genzordnungen an. Die folgenden Tabellen [5.9] bis [5.12] zeigen die Konvergenzordnungen
fiir das erste Beispiel. Auch im ersten Beispiel mit wechselnden Randbedingungen liefert

das modifizierte Verfahren auf dem Adini-Element eine Verbesserung der Konvergenz-
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

ordnungen.

Tabelle 5.9: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das erste
Beispiel wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem Einheitsquadrat

# dofs | [Ju—upllL,(0) \U—Uh|H1(Q) [u — up|g2(0)

| |
16 | 3.16e-01 6.36¢-01 1.79e+00 | -
36 | 1.98¢-02 | 4.00 | 7.18e-02 | 3.15 | 4.47e-01 | 2.00
100 | 1.24e-03 | 4.00 | 8.71e-03 | 3.04 | 1.12e-01 | 2.00
324 | 7.73e-05 | 4.00 | 1.08¢-03 | 3.01 | 2.80e-02 | 2.00
1156 | 4.83¢-06 | 4.00 | 1.35¢-04 | 3.00 | 6.99¢-03 | 2.00
erwartet - 400 - |300| - 2.00

Tabelle 5.10: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das erste
Beispiel wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem Einheitsquadrat

# dofs ‘ Hu_uhHLz(.Q U—Uh’Hl(Q u—uh\m(g)

| |
12 | 3.16e-01 6.36¢-01 1.79e+00 | -
27 | 6.64e-02 | 2.25 | 2.00e-01 | 1.67 | 6.75e-01 | 1.41
75 | 1.98e-02 | 1.75 | 5.15e-02 | 1.96 | 1.76e-01 | 1.94
243 | 5.12e-03 | 1.95 | 1.30e-02 | 1.99 | 4.46e-02 | 1.98
867 | 1.29¢-03 | 1.9 | 3.25¢-03 | 2.00 | 1.12e-02 | 1.99
erwartet - J200] - |200| - ]200

2. Beispiel Wieder ist obige Aufgabe (5.3) auf 2 = (—1,1)? zu lésen mit rechter Seite
f(x1,29) = 6. Die Randstiicke 0022g, 02¢ und 0f2F sind durch

0 = {(Il xg) € o012 | To = —1},
ofg = {(Il xz) €02 | To = 1},
002p = {(z1,22) € 0N | x1 = —1 oder z; = 1},

gegeben. Die folgende Funktion 16st die obige Randwertaufgabe, was man durch Nach-
rechnen verifiziert.

1
u(zy,2) = 1 (2 + 29 — 373 — 13 —i—m;‘)

Die Belegung des Randes wie auch der Plot der berechneten Lésung ist in Abbildung
dargestellt. Die Konvergenzordnungen fiir das zweite Beispiel werden in den folgenden
Tabellen bis dargestellt. Wiederum ist zu sehen, dass die Konvergenzordnungen
des nichtkonformen Verfahrens durch die Modifikation verbessert wurden.
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5.2 Konvergenzanalyse

Tabelle 5.11: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das erste Beispiel
wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem Einheitsquadrat

# dofs | flu—unllp,) | |U—Uh|H1(Q | Ju— up| 2o
16 | 8.44e-02 3.49e-01 1.95e+00 -
49 | 1.01e-02 | 3.06 | 6.06e-02 | 2.53 | 4.81e-01 | 2.02
169 | 7.15e-04 | 3.82 | 8.14e-03 | 2.90 | 1.17e-01 | 2.04
625 | 4.61e-05 | 3.95 | 1.04e-03 | 2.97 | 2.87e-02 | 2.03
2401 | 2.91e-06 | 3.99 | 1.30e-04 | 2.99 | 7.09e-03 | 2.02
erwartet - 400 - |300| - 2.00

Tabelle 5.12: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fiir das erste Beispiel wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem Einheits-
quadrat

# dofs | |U_uh||L2(Q

|u_uh|H1(Q u — unl (o)

27 | 5.31e-02
75 | 3.29¢-03
243 | 2.16e-04
867 | 1.39e-05

3267 | 8.72e-07

4.01
3.93
3.96
3.99

1.15e-02 | 3.00 | 7.41e-02 | 2.01
1.46e-03 | 2.97 | 1.86e-02 | 2.00
1.81e-04 | 3.01 | 4.66e-03 | 2.00

9.20e-02 2.98e-01 -
2.25e-05 | 3.01 | 1.16e-03 | 2.00

erwartet - ‘ 4.00 ‘

- |300] - 2.00

Abbildung 5.7:

(a) Randbelegung

(b) Losung

zweites Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (E/F), (G/F) auf dem
Einheitsquadrat
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.13: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
zweite Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F), (G/F) auf dem Einheits-

quadrat

# dofs | HU—Uh”Lz(Q

lu — Uh|H1(Q)

u— Uh\H?(Q)

| |
16 | 3.16e-01 6.36e-01 1.79e+00 | -
36 | 1.98e-02 | 4.00 | 7.18e-02 | 3.15 | 4.47e-01 | 2.00
100 | 1.24e-03 | 4.00 | 8.71e-03 | 3.04 | 1.12e-01 | 2.00
324 | 7.73e-05 | 4.00 | 1.08e-03 | 3.01 | 2.80e-02 | 2.00
1156 | 4.83¢-06 | 4.00 | 1.35¢-04 | 3.00 | 6.99¢-03 | 2.00
erwartet - 400 - |300] @ - 2.00

Tabelle 5.14: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das zweite
Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F), (G/F) auf dem Einheitsquadrat

# dofs | [Ju—upllL,(0)

lu — Uh|H1(Q)

lu— Uh\H?(Q)

| |
12 | 3.16e-01 6.36e-01 1.79e+-00 -
27 | 5.05e-02 | 2.65 | 1.71e-01 | 1.90 | 6.58e-01 | 1.44
75 | 1.36e-02 | 1.89 | 3.82e-02 | 2.16 | 1.67e-01 | 1.98
243 | 3.46e-03 | 1.97 | 9.29e-03 | 2.04 | 4.19e-02 | 2.00
867 | 8.71e-04 | 1.99 | 2.31e-03 | 2.01 | 1.05e-02 | 2.00
erwartet - ‘ 2.00 ‘ - ‘ 2.00 ‘ - 2.00

Tabelle 5.15: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das zweite Beispiel
wechselnder Randbedingungen (E/F), (G/F) auf dem Einheitsquadrat

# dofs ‘ |u—uhHL2(Q

lu — Uh|H1(Q

[u — un|g2(0)

| |
16 | 1.86e-01 5.39e-01 2.09e+00 | -
49 | 1.36e-02 | 3.77 | 6.80e-02 | 2.99 | 4.93e-01 | 2.08
169 | 8.83¢-04 | 3.94 | 8.40e-03 | 3.02 | 1.18¢-01 | 2.06
625 | 5.59¢-05 | 3.98 | 1.04e-03 | 3.01 | 2.88¢-02 | 2.04
2401 | 3.51e-06 | 3.99 | 1.30c-04 | 3.00 | 7.09¢-03 | 2.02
erwartet - J400| - |300| - 2.00
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Tabelle 5.16: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fir das zweite Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F), (G/F) auf dem
Einheitsquadrat

# dofs ‘ Hu_uh”LQ(Q) \u—uh|H1(Q)

| | |u— unlp2o)
27 | 5.31e-02 9.20e-02 2.98¢-01 | -

75 | 3.31e-03 | 4.00 | 1.15e-02 | 3.00 | 7.43e-02 | 2.01
243 | 2.09e-04 | 3.99 | 1.44e-03 | 2.99 | 1.86e-02 | 2.00
867 | 1.32e-05 | 3.98 | 1.80e-04 | 3.00 | 4.66e-03 | 2.00
3267 | 8.26e-07 | 4.00 | 2.25¢-05 | 3.00 | 1.16e-03 | 2.00

erwartet - |400| - 300 - |200

3. Beispiel Wie in den vorigen Beispielen 16sen wir die Gleichung (5.3) auf 2 = (—1,1)2,
wobei die rechte Seite gegeben ist durch f(x1,x2) = 24. Die Randstiicke 0§25 und 002p
sind durch

OQE = {(171,332) G a.Q | 1’2 = _1 Oder x2 — 1}7
8QF = {(l'l,ﬂfQ) €002 | T = —1 oder T = 1}

definiert. Dies wird in Abbildung [5.8] dargestellt. Die Abbildung zeigt auch die zu dieser
Randbelegung berechnete Losung. Diese Losung der obigen Aufgabe ist gegeben durch

u(xy,x9) = (w% - 1)2.

Bei den Berechnungen ergeben sich die Konvergenzordnungen, die in den Tabellen

(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.8: drittes Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (E/F) auf dem Einheits-
quadrat
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

bis angegeben sind. Auch hier ist eine Verbesserung der Konvergenzordnungen
des modifizierten Verfahrens mit dem Adini-Element gegeniiber dem urspriinglichen

nichtkonformen Verfahren zu sehen.

Tabelle 5.17: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
dritte Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem Einheitsquadrat

#dofs | |lu—unlli,) | lw—unlm@) | |lu—unlg2o
16 | 1.27e+00 | - | 2.55e+00 | - | 7.16e+00 | -
36 | 7.91e-02 | 4.00 | 2.87e-01 | 3.15 | 1.79e+00 | 2.00
100 | 4.94e-03 | 4.00 | 3.49e-02 | 3.04 | 4.47e-01 | 2.00
324 | 3.09e-04 | 4.00 | 4.32¢-03 | 3.01 | 1.12e-01 | 2.00
1156 | 1.93e-05 | 4.00 | 5.39e-04 | 3.00 | 2.80e-02 | 2.00
erwartet - 400 - [300] - 2.00

Tabelle 5.18: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das dritte
Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem Einheitsquadrat

#dofs | [u—unliyo) | lu—unlm@) | lu—unlpzo
12 | 1.27e400 | - | 2.55e+00 | - | 7.16e+00 | -
27 | 1.58e-01 | 3.00 | 6.09e-01 | 2.06 | 2.58e+00 | 1.47
75| 3.65e-02 | 2.11 | 1.16e-01 | 2.39 | 6.41e-01 | 2.01
243 | 9.13e-03 | 2.00 | 2.66e-02 | 2.12 | 1.59e-01 | 2.01
867 | 2.29e-03 | 2.00 | 6.48¢-03 | 2.04 | 3.97e-02 | 2.00
erwartet - J200| - |200] @ - 2.00

Damit haben wir die beschriebenen Verfahren bei verschiedenen Randbelegungen auf dem
Einheitsquadrat verglichen. In allen Fallen haben die Verfahren die erwarteten Konvergenz-

ordnungen geliefert.

5.2.2 L-Gebiet

In diesem Abschnitt werden wir die Plattengleichung auf einem L-Gebiet 16sen. Die Losung
ist auferund der Eckensingularitdten nicht mehr so regulér wie im Fall des Einheitsquadrats.

Auch auf dem L-Gebiet vergleichen wir die Verfahren bei unterschiedlichen Randbelegungen.
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Tabelle 5.19: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das dritte Beispiel
wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem Einheitsquadrat

#dofs | [u—unlliye) | lu—unlmey | lu—unlpzo

16 | 1.08e4-00 - 2.84e+00 - 8.81e+4-00 -
49 | 6.60e-02 | 4.03 | 2.97e-01 | 3.26 | 2.02e+00 | 2.12
169 | 4.16e-03 | 3.99 | 3.45e-02 | 3.10 | 4.76e-01 | 2.09
625 | 2.61e-04 | 3.99 | 4.21e-03 | 3.04 | 1.15e-01 | 2.05
2401 | 1.63e-05 | 4.00 | 5.22e-04 | 3.01 | 2.84e-02 | 2.02

erwartet - 400 - [300| - 2.00

Tabelle 5.20: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fir das dritte Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem Einheits-
quadrat

# dofs | ||U—Uh||L2(Q | |U—Uh|H1(Q | Ju— unl (o)
27 | 5.31e-02 9.20e-02 2.98¢-01 | -

75 | 3.32e-03 | 4.00 | 1.15e-02 | 3.00 | 7.45e-02 | 2.00
243 | 2.08e-04 | 4.00 | 1.44e-03 | 3.00 | 1.86e-02 | 2.00
867 | 1.30e-05 | 4.00 | 1.80e-04 | 3.00 | 4.66e-03 | 2.00

3267 | 8.08e-07 | 4.00 | 2.25e-05 | 3.00 | 1.16e-03 | 2.00

erwartet - 400 - |300]| - 2.00
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Die eingespannte Platte

Wie bei der eingespannten Platte auf dem Einheitsquadrat l6sen wir die Gleichung (/5.1)) auf
2= (-1, 1)2 \ [07 1]2'

Die Randbelegung wird in Abbildung [5.9] verdeutlicht. Diese Abbildung zeigt auch die berech-
nete Losung. In diesen Beispielen werden wir die numerische Konvergenzanalyse mit einer auf
einem feinen Gitter gerechneten Referenzlésung durchfithren. Die feinste berechnete Losung

wird mit einer zweimal feineren Losung vergleichen. Mit den durchgefiihrten Berechnungen

TTTTTTTTT
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.9: eingespannte Platte auf einem L-Gebiet

ergeben sich die Konvergenzordnungen, die in den Tabellen [5.21] bis [5.24] dargestellt sind. Im
Gegensatz zu den Konvergenzordnungen, die die Vergleiche auf dem Einheitsquadrat lieferten,
bekommen wir in diesem Beispiel niedrigere Konvergenzordnungen. Der Grund dafiir ist die

Singularitat in der Lésung, die von der einspringenden Ecke im L-Gebiet hervorgerufen wird.

Im Gegensatz zu den Konvergenzordnungen auf dem Einheitsquadrat, gibt es in diesem Beispiel

kein Verfahren, das im Vergleich zu den anderen merklich besser oder schlechter konvergiert.

Die gelenkig gelagerte Platte

Wie im vorherigen Beispiel 16sen wir die Gleichung (5.2]) auf dem Gebiet

2 =(-1,1)?\[0,1]%
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Tabelle 5.21: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement am Beispiel
der eingespannten Platte auf dem L-Gebiet

# dofs

|l —unlliz) | v —unlme) | |u—unlpz

84
260
900

3332
12804
50180

2.78e-03
3.65e-04
1.15e-04
4.89e-05
2.01e-05
6.46e-06

2.93
1.67
1.23
1.28
1.64

9.50e-03
1.75e-03
5.51le-04
2.28e-04
9.18e-05
2.95e-05

2.44
1.67
1.27
1.31
1.64

5.98e-02
2.14e-02
1.09e-02
6.89¢-03
4.40e-03
2.50e-03

1.48
0.97
0.66
0.65
0.82

erwartet

| 1.00 |

| 1.00 |

0.50

Tabelle 5.22: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element am Beispiel der
eingespannten Platte auf dem L-Gebiet

#dofs | flu—unllrz) | lv—unlgo) | |u—unlpo

63
195
675

2499
9603
37635

2.78e-03
2.37e-04
4.91e-05
1.71e-05
6.78¢-06
2.23e-06

3.56
2.27
1.52
1.34
1.60

9.51e-03
1.82e-03
4.71e-04
1.49e-04
5.24e-05
1.70e-05

2.38
1.95
1.66
1.51
1.62

5.98e-02
3.91e-02
2.10e-02
1.07e-02
5.76e-03
2.94e-03

0.61
0.90
0.97
0.90
0.97

erwartet

| 1.00 |

| 1.00 |

0.50

Tabelle 5.23: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren am Beispiel der ein-
gespannten Platte auf dem L-Gebiet

# dofs

|l —unlliz) | v —unlg) | |lu—unlgzo

133
481
1825
7105
28033
111361

2.53e-03
2.98e-04
8.48e-05
3.55e-05
1.46e-05
4.69e-06

3.08
1.82
1.25
1.29
1.64

8.79e-03
1.49e-03
4.15e-04
1.66e-04
6.69e-05
2.15e-05

2.56
1.85
1.32
1.31
1.64

5.84e-02
1.98e-02
9.23e-03
5.63e-03
3.55e-03
1.99¢-03

1.56
1.10
0.71
0.66
0.83

erwartet

| 1.00 |

| 1.00 |

0.50
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.24: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
am Beispiel der eingespannten Platte auf dem L-Gebiet

# dofs | flu—wunllr2@a) | |v—wnlm | lu—unlmo
63 | 2.77e-03 - 9.48e-03 - 5.96e-02 -
195 | 6.98e-04 | 1.99 | 2.59e-03 | 1.87 | 2.78e-02 | 1.10
675 | 3.82e-04 | 0.87 | 1.44e-03 | 0.85 | 1.72e-02 | 0.69
2499 | 1.23e-04 | 1.63 | 5.40e-04 | 1.41 | 8.82e-03 | 0.96
9603 | 4.83e-05 | 1.36 | 2.22e-04 | 1.28 | 4.90e-03 | 0.85
37635 | 1.57e-05 | 1.62 | 7.25e-05 | 1.62 | 2.45e-03 | 1.00

erwartet - |1oo| - |1ro0| - 0.50

Die Losung wie auch die Randbelegung fiir die gelenkig gelagerte Platte (5.2)) sind in Ab-
bildung [5.10] zu sehen. Die Konvergenzordnungen fiir diesen Fall sind in den Tabellen [5.25]

(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.10: gelenkig gelagerte Platte auf einem L-Gebiet

bis [5.28] aufgelistet. Wie schon im vorigen Beispiel erreichen wir keine zum Einheitsquadrat
vergleichbaren Konvergenzordnungen. Die Konvergenzordnungen sind noch niedriger als im
Beispiel mit der rundherum eingespannten Platte. Es gibt auch bei dieser Randbelegung keine

grofen Unterschiede zwischen den einzelnen Verfahren.
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5.2 Konvergenzanalyse

Tabelle 5.25: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement am Beispiel
der gelenkig gelagerten Platte auf dem L-Gebiet

#dOfS‘ Hu—uhHLz(Q) ‘ \u—uh|H1(Q) ‘ ]u—uh\Hz(Q)

84
260
900

3332
12804

4.48e-03 -

1.43e-03
7.22e-04
3.83e-04
1.88e-04

1.65
0.99
0.92
1.02

1.46e-02 -

4.94e-03
2.42e-03
1.26e-03
6.18e-04

1.56 | 4.34e-02
1.03 | 3.07e-02
0.94 | 2.23e-02
1.03 | 1.56e-02

7.69e-02 -

0.82
0.50
0.46
0.51

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 | -

0.33

Tabelle 5.26: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element am Beispiel der
gelenkig gelagerten Platte auf dem L-Gebiet

#dOfS‘ Hu—uhHLz(Q) ‘ \u—uhlfp(g) ‘ ]u—uh\Hz(Q)

63
195
675

2499
9603

5.55¢e-03
8.54e-04
3.52e-04
1.83e-04
9.13e-05

2.70
1.28
0.94
1.00

1.87e-02
4.24e-03
1.66e-03
7.59e-04
3.50e-04

- 1.44e-01
2.14 | 1.29e-01
1.35 | 6.81e-02
1.13 | 4.10e-02
1.12 | 2.57e-02

0.16
0.92
0.73
0.67

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 | -

0.33

Tabelle 5.27: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren am Beispiel der ge-
lenkig gelagerten Platte auf dem L-Gebiet

#dofs‘ lu —unllL2(2) ‘ [u — un| (o) ‘ [u — up| 20

133
481
1825
7105
28033

3.31e-03
9.32e-04
4.69e-04
2.52e-04
1.25e-04

1.83
0.99
0.89
1.01

1.11e-02
3.36¢-03
1.61e-03
8.44e-04
4.15e-04

- 6.95e-02
1.72 | 3.92e-02
1.06 | 2.82e-02
0.93 | 2.09e-02
1.02 | 1.49e-02

0.83
0.47
0.43
0.49

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 | -

0.33
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.28: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
am Beispiel der gelenkig gelagerten Platte auf dem L-Gebiet

#dOfS‘ Hu—uhHLg(Q) ‘ \u—uh|H1(Q) ‘ ]u—uh\Hz(Q)

63 | 6.94e-03 - 2.27e-02 - 1.08e-01 -
195 | 3.00e-03 | 1.21 | 1.01e-02 | 1.18 | 6.96e-02 | 0.64
675 | 1.54e-03 | 0.97 | 5.01e-03 | 1.00 | 4.28e-02 | 0.70

2499 | 7.90e-04 | 0.96 | 2.59e-03 | 0.95 | 2.71e-02 | 0.66
9603 | 3.80e-04 | 1.06 | 1.25e-03 | 1.05 | 1.68e-02 | 0.69

erwartet - ‘ 0.66 ‘ - ‘ 0.66 ‘ - 0.33

Wechselnde Randbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir wechselnde Randbedingungen auf dem L-Gebiet
2= (-1,1)2\[0,1%

das schon bei den vorherigen Rechnungen verwendet wurde. In allen Beispielen 16sen wir die
Gleichung ((5.3]). Wir geben unterschiedliche Randbedingungen in den verschiedenen Beispielen

Vvor.

1. Beispiel Die Gleichung ((5.3) wird auf dem L-Gebiet gelost. Die Randbedingungen sind
gegeben durch

00¢ = {(x1,22) € AN | x1 € (0,1), 22 = 0},
0025 = 002\ 092

Diese Randbelegungen und die berechnete Losung sind dargestellt in Abbildung
Wie bisher geben wir fiir diesen Fall die Konvergenzordnungen in den Tabellen bis
[5.32] an. Diese Ergebnisse sind vergleichbar mit denen der rundherum gelenkig gelagerten

Platte. Die verschiedenen Verfahren konvergieren ungefahr gleich gut.

2. Beispiel Die Gleichung (5.3) wird auf dem L-Gebiet gelost. Die Randbedingungen sind
gegeben durch

op = {(1:1,1:2) €002 | T € (071)7372 = 0}7
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5.2 Konvergenzanalyse

TTTTTTTTT
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.11: erstes Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (E/G) auf dem L-Gebiet

Tabelle 5.29: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
erste Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/G) auf dem L-Gebiet

# dofs | |U—Uh||L2(9 \U—Uh|H1(Q [u— un| ()

84 | 3.15¢-03 1.07e-02 6.42e-02 | -

260 | 5.55e-04 | 2.51 | 2.40e-03 | 2.16 | 2.60e-02 | 1.30
900 | 2.36e-04 | 1.23 | 1.02e-03 | 1.23 | 1.57e-02 | 0.73
3332 | 1.21e-04 | 0.96 | 5.22e-04 | 0.97 | 1.10e-02 | 0.51
12804 | 5.91e-05 | 1.04 | 2.53e-04 | 1.04 | 7.67e-03 | 0.53

erwartet - Joes| - |o066| - 0.33

Tabelle 5.30: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das erste
Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/G) auf dem L-Gebiet

# dofs | ||U—Uh||L2(Q |U—uh|H1(Q [u — unl g2 ()

63 | 3.16e-03 1.08¢-02 6.43e-02 | -

195 | 3.60e-04 | 3.14 | 2.38e-03 | 2.18 | 5.95e-02 | 0.11
675 | 1.18e-04 | 1.61 | 8.17e-04 | 1.54 | 3.28e-02 | 0.86
2499 | 6.07e-05 | 0.96 | 3.58e-04 | 1.19 | 1.89e-02 | 0.79
9603 | 3.12e-05 | 0.96 | 1.64e-04 | 1.12 | 1.15e-02 | 0.72

erwartet - Joe6| - |o066| @ - 0.33
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.31: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das erste Beispiel
wechselnder Randbedingungen (E/G) auf dem L-Gebiet

# dofs | [lu—unllreey | lu—unlm) | |u—unlm

133
481
1825
7105
28033

2.66e-03
4.00e-04
1.59¢-04
8.20e-05
4.01e-05

2.74
1.33
0.96
1.03

9.21e-03
1.82e-03
6.96e-04
3.51e-04
1.70e-04

2.34
1.38
0.99
1.04

6.03e-02
2.34e-02
1.38e-02
9.72e-03
6.81e-03

1.36
0.77
0.50
0.51

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 |

0.33

Tabelle 5.32: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fiir das erste Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/G) auf dem L-Gebiet

#dofs‘ v —unllL2(2) ‘ |u — up|p1 (o

u - uh\Hz(Q)

63
195
675

2499
9603

3.12¢-03
1.01e-03
6.11e-04
2.59%e-04
1.19e-04

1.63
0.72
1.24
1.12

1.07e-02
3.76e-03
2.27e-03
1.05e-03
5.03e-04

1.50
0.73
1.12
1.06

6.37e-02
3.43e-02
2.30e-02
1.35e-02
8.17e-03

0.90
0.58
0.77
0.72

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 |

0.33
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5.2 Konvergenzanalyse

und dargestellt in Abbildung wie auch die Losung zu diesen Randbedingungen. In

TTTTTTTTI
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.12: zweites Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (E/F) auf dem L-Gebiet
den nachfolgenden Tabellen [5.33] bis [5.36] sind die Konvergenzordnungen angegeben. Die
Ergebnisse sind mit denen vom ersten Beispiel vergleichbar.

Tabelle 5.33: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
zweite Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem L-Gebiet

# dofs | flu—unllrz@) | lw—unlmo) | |u—unlpo
84 | 3.45e-03 - 1.09e-02 - 6.75e-02 -
260 | 6.34e-04 | 2.44 | 2.53e-03 | 2.11 | 2.76e-02 | 1.29
900 | 2.83e-04 | 1.16 | 1.13e-03 | 1.16 | 1.71e-02 | 0.69
3332 | 1.51e-04 | 0.91 | 5.95e-04 | 0.93 | 1.22e-02 | 0.48
12804 | 7.49e-05 | 1.01 | 2.93e-04 | 1.02 | 8.63e-03 | 0.50

erwartet | - | 0.66| - [066] - ]033

3. Beispiel Die Gleichung (5.3) wird auf dem L-Gebiet gelost. Die Randbedingungen sind
gegeben durch

0 = {(xl,xg) € on ’ T1 € (07 1)71'2 - 0}7
00p = {(w1,22) € 02 | 21 = 0,22 € [0,1)},
0025 = 00\ (092 U O2r).

Die berechnete Losung und die Darstellung der Randbedingungen sind in Abbildung [5.13]
verdeutlicht. Hier ergeben sich die in den folgenden Tabellen [5.37] bis [5.40] dargestellten

Konvergenzordnungen.
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.34: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das zweite
Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem L-Gebiet

#dofs‘ lw = upll 200 ‘ [u —up| g0

u - uh\Hz(Q)

63
195
675

2499
9603

3.46e-03
3.84e-04
1.25e-04
7.35e-05
4.22e-05

3.17
1.62
0.77
0.80

1.10e-02
2.58e-03
8.84e-04
4.15e-04
2.08e-04

2.09
1.54
1.09
1.00

6.76e-02
5.76e-02
3.23e-02
1.94e-02
1.19e-02

0.23
0.83
0.74
0.70

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 |

0.33

Tabelle 5.35: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das zweite Beispiel
wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem L-Gebiet

#dofs‘ v —unll 22 ‘ |u — up| (0

[u — un|m2(0)

133
481
1825
7105
28033

2.93e-03
4.31e-04
1.67e-04
8.69e-05
4.35e-05

2.76
1.37
0.94
1.00

9.50e-03
1.82e-03
6.87e-04
3.54e-04
1.77e-04

2.38
1.41
0.96
1.00

6.41e-02
2.41e-02
1.37e-02
9.60e-03
6.71e-03

1.41
0.81
0.51
0.52

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 |

0.33

Tabelle 5.36: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fiir das zweite Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem L-Gebiet

# dofs | |lu—unllreoy | lu—unlm) | |u—unlm

63
195
675

2499
9603

3.41e-03
9.65e-04
5.91e-04
2.74e-04
1.35e-04

1.82
0.71
1.11
1.02

1.08e-02
3.43e-03
2.18e-03
1.11e-03
5.56e-04

1.66
0.65
0.98
0.99

6.70e-02
3.31e-02
2.21e-02
1.37e-02
8.70e-03

1.02
0.58
0.69
0.65

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 |

0.33
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5.2 Konvergenzanalyse

TTTTTTTTT
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.13: drittes Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (G/F) auf dem L-Gebiet

Tabelle 5.37: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
dritte Beispiel wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem L-Gebiet

# dofs | [lu—upllr2(0) | |U—Uh|H1(rz [u— un| ()

84 | 3.50e-03 - 1.10e-02 6.80e-02 -

260 | 6.76e-04 | 2.37 | 2.63e-03 | 2.06 | 2.86e-02 | 1.25
900 | 3.06e-04 | 1.14 | 1.22e-03 | 1.11 | 1.80e-02 | 0.67
3332 | 1.66e-04 | 0.88 | 6.62e-04 | 0.88 | 1.30e-02 | 0.46
12804 | 8.51e-05 | 0.97 | 3.37e-04 | 0.97 | 9.31e-03 | 0.49

erwartet - Joes| - |o066| - 0.33

Tabelle 5.38: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das dritte
Beispiel wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem L-Gebiet

# dofs | flu—unllz22) | |U—uh|H1(Q | u— unl g2
63 | 3.63e-03 | - | 1.15e-02 7.52e-02 | -

195 | 4.28e-04 | 3.08 | 2.77e-03 | 2.05 | 6.65e-02 | 0.18
675 | 1.49e-04 | 1.53 | 9.71e-04 | 1.51 | 3.49e-02 | 0.93
2499 | 8.61e-05 | 0.79 | 4.62e-04 | 1.07 | 2.04e-02 | 0.78
9603 | 4.97e-05 | 0.79 | 2.36e-04 | 0.97 | 1.23e-02 | 0.72

erwartet - Joe6| - |o066| @ - 0.33
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.39: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das dritte Beispiel
wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem L-Gebiet

# dofs | [lu—unllreey | lu—unlm) | |u—unlm

133
481
1825
7105
28033

2.94e-03
4.54e-04
1.78e-04
9.26¢-05
4.67e-05

2.70
1.35
0.94
0.99

9.52e-03
1.84e-03
6.83e-04
3.53e-04
1.79e-04

2.37
1.43
0.95
0.98

6.44e-02
2.49e-02
1.42e-02
9.75e-03
6.68¢e-03

1.37
0.81
0.54
0.54

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 |

0.33

Tabelle 5.40: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fiir das dritte Beispiel wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem L-Gebiet

#dofs‘ v —unllL2(2) ‘ |u — up|p1 (o

u - uh\Hz(Q)

63
195
675

2499
9603

3.68e-03
1.17e-03
6.64e-04
2.98e-04
1.46e-04

1.65
0.82
1.15
1.03

1.18e-02
4.23e-03
2.35e-03
1.13e-03
5.76e-04

1.48
0.85
1.05
0.98

7.08e-02
3.76e-02
2.40e-02
1.44e-02
9.05¢-03

0.91
0.65
0.74
0.67

erwartet

| 0.66 |

| 0.66 |

0.33
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4. Beispiel Die Gleichung (5.3]) wird gelost. Die Randbedingungen sind gegeben durch

002p = {(z1,22) € 02 | 1 € (0,1) und z2 = 0 oder x5 € (—1,0) und z; = 0)},
005 — 00\ 00

Diese Belegung und die dazu berechnete Losung sind in Abbildung [5.14] dargestellt. Die

TTTTTTTTT
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.14: viertes Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (F/F) auf dem L-Gebiet

Konvergenzordnungen fiir dieses Beispiel sind den Tabellen [5.41] bis [5.44] zu entneh-
men. Bei diesem Beispiel erhalten wir im Vergleich zu den vorhergehenden Beispielen

verbesserte Resultate in den Konvergenzordnungen.

Tabelle 5.41: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
vierte Beispiel wechselnder Randbedingungen (F/F) auf dem L-Gebiet

# dofs | ||U—uh||L2(Q u—uh|H1(Q [u — un| 20

84 | 2.24e-03 7.93e-03 5.60e-02 | -

260 | 2.08e-04 | 3.43 | 1.27e-03 | 2.65 | 1.74e-02 | 1.69
900 | 2.12¢-05 | 3.29 | 1.90e-04 | 2.74 | 5.40e-03 | 1.68
3332 | 4.25e-06 | 2.32 | 3.58¢-05 | 2.41 | 2.15¢-03 | 1.33
12804 | 1.22e-06 | 1.80 | 9.17e-06 | 1.96 | 1.08e-03 | 1.00
erwartet - |32 - 132 - |066

Damit haben wir die verschiedenen Uberginge in den Randbedingungen im L-Gebiet diskutiert.
Aufgrund der Singularitdt der Losung, die durch die einspringende Ecke zustande kommt,
erhalten wir nicht mehr so gute Konvergenzordnungen wie im Fall des Einheitsquadrats. Die

verwendeten Verfahren unterscheiden sich nicht mehr signifikant.
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Tabelle 5.42: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das vierte
Beispiel wechselnder Randbedingungen (F/F) auf dem L-Gebiet

# dofs ‘ Hu—uhHLz(Q

u - uh|H1

u - uh\Hz(Q)

63
195
675

2499
9603

1.72e-03
6.71e-04
1.84e-04
4.17e-05
8.84e-06

1.36
1.87
2.14
2.24

3.08e-03
7.97e-04
2.06e-04

7.74e-03
5.48e-05

1.33
1.95
1.95
1.91

6.15e-02
2.18e-02
7.03e-03

9.33e-02
2.68e-03

0.60
1.50
1.63
1.39

erwartet

132 -

132 -

0.66

Tabelle 5.43: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das vierte Beispiel
wechselnder Randbedingungen (F/F) auf dem L-Gebiet

# dofs ‘ |u_uh||L2(Q

\u—uh|H1

[u — un|m2(0)

133
481
1825
7105
28033

2.14e-03
1.98e-04
1.98e-05
3.88¢-06
1.11e-06

3.43
3.32
2.36
1.81

1.22e-03
1.82e-04
3.35e-05

7.64e-03
8.48e-06

2.64
2.75
2.44
1.98

1.73e-02
5.35¢e-03
2.11e-03

5.57e-02
1.05e-03

1.69
1.69
1.34
1.01

erwartet

132 -

132 -

0.66

Tabelle 5.44: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fir das vierte Beispiel wechselnder Randbedingungen (F/F) auf dem L-Gebiet

# dofs | Hu_uh||L2(Q lu—unlmio) | lu—urlm2e)

63
195
675

2499
9603

4.96e-03
4.37e-03
8.58e-04
1.01e-04
1.75e-05

0.18
2.35
3.09
2.53

1.13e-02
2.21e-03
3.47e-04

1.24e-02
8.82e-05

0.14
2.35
2.67
1.98

5.79e-02
2.10e-02
6.71e-03

8.40e-02
2.71e-03

0.54
1.46
1.65
1.31

erwartet

132 -

132 -

0.66
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5.2 Konvergenzanalyse

5.2.3 Schlitzgebiet

Wie das Verhalten der verschiedenen Verfahren auf einem L-Gebiet ist, haben wir im vorigen
Abschnitt besprochen. Wir werden in diesem Abschnitt diskutieren, wie das Verhalten der
Verfahren sein wird, wenn der Winkel innerhalb des Gebietes noch gréer wird. Wie schon im

vorigen Abschnitt werden wir verschiedene Belegungen der Randbedingungen betrachten.

Die eingespannte Platte

Beginnen werden wir mit der rundherum eingespannten Platte auf einem Schlitzgebiet. Wir
16sen die Gleichung (5.1)) der eingespannten Platte auf dem Schlitzgebiet

2= (—1, 1)2 \ {(ml,xg) ‘ T € [—1,0], xro = 0}.

Diese Situation haben wir in Abbildung [5.15] dargestellt. Sie zeigt zum einen die berechnete

Losung und zum anderen die Randbelegung. Im Folgenden stellen wir die Konvergenzordnungen

TTTT T T T T T I T TT I T 171
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.15: rundherum eingespannte Platte auf einem Schlitzgebiet

fir dieses Beispiel in den Tabellen [5.45] bis [5.48] dar. Wie schon bei den Berechnungen mit
dem L-Gebiet, erhalten wir niedrigere Konvergenzordnungen als beim Einheitsquadrat. Wegen
der Singularitit der Losung sind die Resultate vergleichbar mit denen vom L-Gebiet. Bei den
Ergebnissen zu diesem Beispiel gibt es keine grofien Unterschiede zwischen den verwendeten
Verfahren. Das nichtkonforme Verfahren schneidet etwas besser ab als die anderen betrachteten

Verfahren. Diese liefern alle sehr ahnliche Resultate.
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.45: Konvergenzordnungen fiir das bikubische konforme Plattenelement am Beispiel
der eingespannten Platte auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ Hu_uh”LQ(Q

lu = up| (0

’LL — uh‘Hz(Q)

108
340
1188
4420
17028

3.50e-03
4.87e-04
1.60e-04
6.92e-05
2.92e-05

2.85
1.61
1.21
1.25

1.15e-02
2.14e-03
6.88e-04
2.90e-04
1.20e-04

2.42
1.63
1.25
1.27

7.26e-02
2.62e-02
1.34e-02
8.52e-03
5.50e-03

1.47
0.96
0.66
0.63

erwartet

| 1.00 |

| 1.00 |

0.50

Tabelle 5.46: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element am Beispiel der

eingespannten Platte auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ \u—uhHLz(Q

\U - Uh|H1

lu — unlg2 (o)

81
255
891

3315
12771

3.51e-03
3.20e-04
6.76e-05
2.04e-05
6.99e-06

3.45
2.24
1.73
1.54

1.15e-02
2.29e-03
6.22e-04
2.01e-04
6.97e-05

2.33
1.88
1.63
1.53

7.27e-02
4.95e-02
2.80e-02
1.48e-02
8.14e-03

0.55
0.82
0.92
0.87

erwartet

| 1.00 |

| 1.00 |

0.50

Tabelle 5.47: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren am Beispiel der ein-
gespannten Platte auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ Hu—uhHLQ(Q) |u — up| (o [u — up| 20

175
637
2425
9457
37345

3.20e-03
4.13e-04
1.29e-04
5.58e-05
2.35e-05

2.95
1.68
1.21
1.24

1.07e-02
1.89e-03
5.68e-04
2.36e-04
9.79e-05

2.50
1.73
1.27
1.27

7.13e-02
2.51e-02
1.25e-02
7.85e-03
5.05e-03

1.51
1.01
0.67
0.64

erwartet

| 1.00 |

| 1.00 |

0.50
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5.2 Konvergenzanalyse

Tabelle 5.48: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
am Beispiel der eingespannten Platte auf dem Schlitzgebiet

# dofs | flu—wunllr2@a) | |lv—wnlma | lu—unlpe
81 | 3.49e-03 - 1.14e-02 - 7.24e-02 -
255 | 8.88e-04 | 1.97 | 3.05e-03 | 1.91 | 3.39e-02 | 1.09
891 | 5.07e-04 | 0.81 | 1.77e-03 | 0.78 | 2.12e-02 | 0.68
3315 | 1.86e-04 | 1.45 | 7.36e-04 | 1.27 | 1.13e-02 | 0.91
12771 | 7.56e-05 | 1.29 | 3.13e-04 | 1.23 | 6.40e-03 | 0.82

erwartet - Jtoo| - J1oo| - 0.50

Die gelenkig gelagerte Platte

In diesem Abschnitt l6sen wir das Problem ([5.2) auf dem Schlitzgebiet
2= (-1,1°\{(z1,22) | 21 € [-1,0], 22 = 0}.

Diese Situation ist dargestellt in Abbildung [5.16] Dort sieht man zum einen die Randbelegung

und zum anderen die berechnete Losung zu der obigen Aufgabe. Die errechneten Konvergenz-

(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.16: rundherum gelenkig gelagerte Platte auf einem Schlitzgebiet

ordnungen sind in den Tabellen [5.49] bis [5.52] dargestellt. Die Konvergenzordnungen sind bei
allen Verfahren vergleichbar mit denen im vorigen Beispiel mit der rundherum eingespannten
Platte. Alle Verfahren konvergieren ungefahr gleich gut. Das nichtkonforme Verfahren erzielt

jedoch etwas bessere Resultate als die {ibrigen Verfahren.
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.49: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement am Beispiel
der gelenkig gelagerten Platte auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ Hu_uh”LQ(Q

lu = up| (0

’LL — uh‘Hz(Q)

108
340
1188
4420
17028

4.97e-03
1.26e-03
5.17e-04
2.31e-04
9.76e-05

1.98
1.29
1.16
1.24

1.57e-02
4.33e-03
1.70e-03
7.40e-04
3.09e-04

1.86
1.35
1.20
1.26

8.84e-02
4.46e-02
2.84e-02
1.90e-02
1.23e-02

0.99
0.65
0.58
0.62

erwartet

| 1.00

| 1.00

0.50

Tabelle 5.50: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element am Beispiel der

gelenkig gelagerten Platte auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ \u—uhHLz(Q

\U - Uh|H1

lu — unlg2 (o)

81
255
891

3315
12771

6.01e-03
6.24e-04
1.37e-04
3.67e-05
1.19e-05

3.27
2.19
1.89
1.63

1.97e-02
3.94¢-03
1.25e-03
4.41e-04
1.60e-04

2.32
1.66
1.50
1.46

1.71e-01
1.35e-01
6.75e-02
3.67e-02
2.08e-02

0.34
1.00
0.88
0.82

erwartet

| 1.00

| 1.00

0.50

Tabelle 5.51: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren am Beispiel der ge-
lenkig gelagerten Platte auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ Hu—uhHLQ(Q) |u — up| (o [u — up| 20

175
637
2425
9457
37345

3.20e-03
4.13e-04
1.29e-04
5.58e-05
2.35e-05

2.95
1.68
1.21
1.24

1.07e-02
1.89e-03
5.68e-04
2.36e-04
9.79e-05

2.50
1.73
1.27
1.27

7.13e-02
2.51e-02
1.25e-02
7.85e-03
5.05e-03

1.51
1.01
0.67
0.64

erwartet

| 1.00

| 1.00

0.50
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5.2 Konvergenzanalyse

Tabelle 5.52: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
am Beispiel der gelenkig gelagerten Platte auf dem Schlitzgebiet

#dOfS‘ Hu—uh|]L2(Q) ‘ \u—uh|H1(Q) ‘ ]u—uh\Hz(Q)

81 | 7.87e-03 - 2.51e-02 - 1.26e-01 -
255 | 3.03e-03 | 1.38 | 1.00e-02 | 1.33 | 7.64e-02 | 0.72
891 | 1.39e-03 | 1.12 | 4.45e-03 | 1.17 | 4.39e-02 | 0.80

3315 | 6.21e-04 | 1.16 | 1.96e-03 | 1.18 | 2.57e-02 | 0.77
12771 | 2.60e-04 | 1.26 | 8.17e-04 | 1.27 | 1.48e-02 | 0.80

erwartet - ‘ 1.00 ‘ - ‘ 1.00 ‘ - 0.50

Wechselnde Randbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir wechselnde Randbedingungen auf dem Schlitzgebiet
2= (=1, \{(z1,22) | 21 =0, 5 € [-1,0]}.

In allen folgenden Beispielen wird die Gleichung (5.3) auf dem Schlitzgebiet gelost. Es werden
am Schlitz wechselnde Randbedingungen vorgegeben. Die Losung ist unterschiedlich regulér,

je nach Wechsel der Randbedingung.

1. Beispiel Die Gleichung (5.3|) wird auf dem Schlitzgebiet gelost. Die Randbedingungen am
Schlitz sind so vorgegeben, dass an der rechten Seite die Platte gelenkig gelagert ist,
wahrend linksseitig die eingespannte Randbedingung vorgegeben wird. Die Belegung der
Randbedingungen und die berechnete Losung sind dargestellt in Abbildung [5.17} Fir
die beschriebenen Verfahren erhalten wir die in den Tabellen bis abzulesenden
Konvergenzordnungen. Die Resultate sind in etwa so gut wie in den Fallen mit rundherum

eingespanntem oder gelenkig gelagertem Rand.

2. Beispiel In diesem Beispiel werden wir die allgemeine Gleichung auf dem Schlitzgebiet
16sen. Am Schlitz werden die Randbedingungen folgendermaflen vorgegeben: Rechts
am Schlitz ist keine Bedingung vorgegeben, die Platte ist dort frei, links wird die
Platte eingespannt. Diese Belegung und die dazu berechnete Lésung sind dargestellt
in Abbildung [5.18] Die Berechnungen dazu ergeben die Konvergenzordnungen in den
Tabellen [5.57] bis [5.60] In diesem Beispiel mit wechselnden Randbedingungen sind
die Resultate weniger gut als in den vorigen Beispielen auf dem Schlitzgebiet. Die

verschiedenen Verfahren unterscheiden sich nicht merklich in den Ergebnissen.
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

TTTTTTTTT T TTITTTTTTT
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.17: erstes Beispiel fir wechselnde Randbedingungen (E/G) auf dem Schlitzge-
biet

Tabelle 5.53: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
erste Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/G) auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ Hu_Uh||L2(Q) U—Uh|H1(Q

| | Ju— w2
108 | 3.75e-03 1.23e-02 7.58¢-02 | -

340 | 5.82e-04 | 2.69 | 2.43e-03 | 2.34 | 2.89e-02 | 1.39
1188 | 2.14e-04 | 1.44 | 8.73e-04 | 1.48 | 1.59e-02 | 0.86
4420 | 1.02e-04 | 1.08 | 4.09e-04 | 1.09 | 1.04e-02 | 0.61

17028 | 4.74e-05 | 1.10 | 1.93e-04 | 1.08 | 6.90e-03 | 0.60

erwartet - |os0| - Jo50| - 0.25

Tabelle 5.54: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das erste
Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/G) auf dem Schlitzgebiet

# dofs | ||U—Uh||L2(Q ‘“_“h|H1(9

| | Ju— unlg20)
81 | 3.76e-03 1.23e-02 7.59¢-02

255 | 3.70e-04 | 3.35 | 2.56e-03 | 2.27 | 6.56e-02 | 0.21
891 | 9.52e-05 | 1.96 | 7.72e-04 | 1.73 | 3.56e-02 | 0.88
3315 | 4.12e-05 | 1.21 | 2.96e-04 | 1.38 | 1.95e-02 | 0.87
12771 | 2.08e-05 | 0.98 | 1.28e-04 | 1.21 | 1.13e-02 | 0.79

erwartet - Jos0| - |os0| - 0.25

96



5.2 Konvergenzanalyse

Tabelle 5.55: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das erste Beispiel
wechselnder Randbedingungen (E/G) auf dem Schlitzgebiet

# dofs | [lu—unllr2(0) | \U—Uhlﬂl(n [u— un| ()

175 | 3.29e-03 - 1.10e-02 7.28e-02 -

637 | 4.59¢-04 | 2.84 | 2.02e-03 | 2.44 | 2.73e-02 | 1.41
2425 | 1.54e-04 | 1.57 | 6.40e-04 | 1.65 | 1.48e-02 | 0.88
9457 | 6.99¢-05 | 1.14 | 2.78e-04 | 1.20 | 9.78e-03 | 0.60

37345 | 3.13e-05 | 1.16 | 1.23e-04 | 1.17 | 6.53e-03 | 0.58

erwartet - Jos0| - |os0| - 0.25

Tabelle 5.56: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fir das erste Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/G) auf dem Schlitzge-
biet

# dofs | flu—unll2) | |u—uh|H1(Q u — unl (o)

81 | 3.73e-03 - 1.23e-02 7.55e-02

255 | 1.09e-03 | 1.78 | 3.85e-03 | 1.67 | 3.88e-02 | 0.96
891 | 6.41e-04 | 0.77 | 2.24e-03 | 0.78 | 2.51e-02 | 0.63
3315 | 2.51e-04 | 1.35 | 9.45e-04 | 1.25 | 1.38e-02 | 0.86
12771 | 1.07e-04 | 1.23 | 4.20e-04 | 1.17 | 7.91e-03 | 0.80

erwartet - ‘ 0.50 ‘ - ‘ 0.50 ‘ - 0.25

-

(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.18: zweites Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (E/F) auf dem Schlitz-
gebiet
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.57: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
zweite Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ Hu—uhHLz(Q

u - uh|H1

u - uh\Hz(Q)

108
340
1188
4420
17028

3.98e-03
6.29e-04
2.42e-04
1.21e-04
5.97e-05

2.66
1.38
0.99
1.02

1.25e-02
2.52e-03
9.61e-04
4.85e-04
2.44e-04

231
1.39
0.99
0.99

7.86e-02
3.00e-02
1.67e-02
1.12e-02
7.57e-03

1.39
0.84
0.58
0.56

erwartet

| 0.50

| 0.50

0.25

Tabelle 5.58: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das zweite
Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ |u_uh||L2(Q

\u—uh|H1

[u — un|m2(0)

81
255
891

3315
12771

3.98e-03
3.77e-04
9.84e-05
5.28e-05
3.18e-05

3.40
1.94
0.90
0.73

1.25e-02
2.74e-03
8.39e-04
3.66e-04
1.86e-04

2.19
1.71
1.20
0.98

7.86e-02
6.37e-02
3.43e-02
1.91e-02
1.13e-02

0.30
0.89
0.85
0.75

erwartet

| 0.50

| 0.50

0.25

Tabelle 5.59: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das zweite Beispiel
wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem Schlitzgebiet

# dofs | |lu—unllreoy | lu—unlm) | |u—unlm

175
637
2425
9457
37345

3.48e-03
4.61e-04
1.47e-04
6.83e-05
3.26e-05

2.92
1.65
1.10
1.07

1.12e-02
1.98e-03
6.06e-04
2.81e-04
1.37e-04

2.50
1.70
1.11
1.03

7.57e-02
2.74e-02
1.42¢-02
9.24¢-03
6.27e-03

1.47
0.95
0.62
0.56

erwartet

| 0.50

| 0.50

0.25
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5.2 Konvergenzanalyse

Tabelle 5.60: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fiir das zweite Beispiel wechselnder Randbedingungen (E/F) auf dem Schlitz-
gebiet

# dofs ‘ lu —unll 20 ‘ [u — un|g1(o) ‘ [u — un|g2(0)
81 | 3.95e-03 - 1.24e-02 - 7.82e-02 -
255 | 1.04e-03 | 1.93 | 3.53e-03 | 1.82 | 3.76e-02 | 1.06
891 | 6.07e-04 | 0.77 | 2.13e-03 | 0.73 | 2.40e-02 | 0.65
3315 | 2.50e-04 | 1.28 | 9.82e-04 | 1.11 | 1.35e-02 | 0.83
12771 | 1.15e-04 | 1.12 | 4.76e-04 | 1.04 | 7.98e-03 | 0.76

erwartet - |os0| - Jo50| - 0.25

3. Beispiel Wie schon in den vorigen Beispielen 16sen wir die Plattengleichung mit allgemeinen
Randbedingungen auf dem Schlitzgebiet. Diesmal geben wir am Schlitz des Gebiets
auf der rechten Seite eine gelenkig gelagerte Bedingung vor, die andere Seite bleibt frei.
Die Abbildung [5.19| zeigt diese Belegung der Randbedingung und eine dazu berechnete
Losung. Die Konvergenzordnungen zu den Berechnungen werden in den Tabellen

TTTTTTTTTTTTTTTTT T
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.19: drittes Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (G/F) auf dem Schlitz-
gebiet

bis [5.64] dargestellt. Wir erhalten fiir alle betrachteten Verfahren sehr dhnliche Resultate.

4. Beispiel Zuletzt rechnen wir die Lésung von mit allgemeinen Randbedingungen. In
diesem Beispiel geben wir am Schlitz des Gebiets keine Randbedingungen vor. An beiden
Seiten des Schlitzes ist die Platte frei. Diese Randbelegung und die dazu berechnete
Losung sind in der Abbildung [5.20] verdeutlicht. Die Tabellen [5.65] bis [5.68] geben einen

Uberblick iiber die Konvergenzordnungen der verschiedenen Verfahren. Die Resultate
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

Tabelle 5.61: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
dritte Beispiel wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ Hu—uhHLz(Q

u - uh|H1

u - uh\Hz(Q)

108
340
1188
4420
17028

4.18e-03
6.63e-04
2.33e-04
1.03e-04
4.49e-05

2.66
1.51
1.17
1.21

1.32e-02
2.67e-03
9.44e-04
4.14e-04
1.78e-04

231
1.50
1.19
1.22

8.14e-02
3.20e-02
1.81e-02
1.19e-02
7.80e-03

1.35
0.82
0.61
0.61

erwartet

| 0.50 |

| 0.50 |

0.25

Tabelle 5.62: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das dritte
Beispiel wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ |u_uh||L2(Q

\u—uh|H1

[u — un|m2(0)

81
255
891

3315
12771

4.19e-03
3.87e-04
7.60e-05
2.20e-05
1.06e-05

2.35
1.79

|
3.44
1.06

1.32e-02
2.90e-03
8.45e-04
2.95e-04
1.14e-04

2.19
1.78
1.52
1.37

8.15e-02
7.66e-02
3.98e-02
2.14e-02
1.21e-02

0.09
0.94
0.90
0.82

erwartet

| 0.50 |

| 0.50

0.25

Tabelle 5.63: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das dritte Beispiel
wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem Schlitzgebiet

# dofs | Hu_uh||L2(Q lu—unlmio) | lu—urlm2e)

175
637
2425
9457
37345

3.64e-03
5.19e-04
1.66e-04
7.15e-05
3.09e-05

1.64
1.22

|
2.81
1.21

1.17e-02
2.15e-03
6.67e-04
2.80e-04
1.21e-04

244
1.69
1.25
1.21

7.76e-02
2.95e-02
1.59e-02
1.02e-02
6.70e-03

1.40
0.89
0.64
0.61

erwartet

| 0.50 |

| 0.50 |

0.25
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5.2 Konvergenzanalyse

Tabelle 5.64: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fir das dritte Beispiel wechselnder Randbedingungen (G/F) auf dem Schlitz-
gebiet

#dofs | flu—unllrz) | lv—unlmo) | |v—unlp2o

81 | 4.16e-03 - 1.32e-02 - 8.11e-02 -
255 | 1.20e-03 | 1.80 | 4.20e-03 | 1.65 | 4.20e-02 | 0.95
891 | 6.98e-04 | 0.78 | 2.45e-03 | 0.78 | 2.73e-02 | 0.62

3315 | 2.66e-04 | 1.39 | 1.00e-03 | 1.29 | 1.54e-02 | 0.83
12771 | 1.09e-04 | 1.29 | 4.24e-04 | 1.24 | 8.87e-03 | 0.80

erwartet - Jos0| - |os0| - 0.25

TTTTTTTTTTTTTTTTTTT
(a) Randbelegung (b) Losung

Abbildung 5.20: viertes Beispiel fiir wechselnde Randbedingungen (F/F) auf dem Schlitzge-
biet
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

sind wie in den schon betrachteten Beispielen. Zwischen den verschiedenen Verfahren

gibt es keine grofilen Unterschiede in den Konvergenzordnungen.

Tabelle 5.65: Konvergenzordnungen fiir das konforme bikubische Plattenelement fiir das
vierte Beispiel wechselnder Randbedingungen (F/F) auf dem Schlitzgebiet

# dofs | ||U*uh||L2(Q | v —unlmio) | v —unlp2g)
108 | 2.73e-03 9.21e-03 6.68¢-02 | -
340 | 4.39e-04 | 2.63 | 2.22¢-03 | 2.05 | 2.56e-02 | 1.38
1188 | 1.58¢-04 | 1.48 | 8.67e-04 | 1.36 | 1.31e-02 | 0.96
4420 | 7.14e-05 | 1.15 | 3.94e-04 | 1.14 | 8.44e-03 | 0.64
17028 | 3.05e-05 | 1.23 | 1.68e-04 | 1.23 | 5.48¢-03 | 0.62
erwartet - J1ro0| - |100| - 0.50

Tabelle 5.66: Konvergenzordnungen fiir das nichtkonforme Adini-Element fiir das vierte
Beispiel wechselnder Randbedingungen (F/F) auf dem Schlitzgebiet

# dofs ‘ Hu_uhHL2(Q ‘ |u — up| (0 ‘ [u — up| 20
81 | 1.81e-03 8.86e-03 1.12e-01 -
255 | 9.47e-04 | 0.93 | 3.81e-03 | 1.22 | 8.30e-02 | 0.44
891 | 2.54e-04 | 1.90 | 1.14e-03 | 1.74 | 3.14e-02 | 1.40
3315 | 5.71e-05 | 2.16 | 3.92e-04 | 1.54 | 1.32e-02 | 1.25
12771 | 1.71e-05 | 1.74 | 1.49e-04 | 1.40 | 6.62e-03 | 1.00
erwartet - J1ro0| - J100| - 0.50

5.2.4 Vergleich und Beurteilung

Anhand der Vergleiche auf den verschiedenen Gebieten mit den unterschiedlichen Randbele-
gungen lasst sich abschlieend feststellen, dass bis auf das nichtkonforme Verfahren mit dem
Adini-Element die betrachteten Verfahren dhnliche Resultate liefern. Das nichtkonforme Ver-
fahren liefert fiir die Berechnungen am Einheitsquadrat keine zufriedenstellenden Ergebnisse.
Einzig auf dem Schlitzgebiet mit rundherum gelenkig gelagertem Rand waren die Konvergenz-
ordnungen des nichtkonformen Verfahrens mit dem Adini-Element etwas besser als die der
anderen Verfahren. Um also zufriedenstellende Berechnungen zu erzielen, kann man sowohl
das konforme Verfahren, das Interior-Penalty-Verfahren als auch das modifizierte Verfahren
mit dem Adini-Element verwenden. Wie sich die Verfahren im Aufwand unterscheiden, werden

wir im nachsten Abschnitt untersuchen.
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5.2 Konvergenzanalyse

Tabelle 5.67: Konvergenzordnungen fiir das Interior-Penalty-Verfahren fiir das vierte Beispiel
wechselnder Randbedingungen (F/F) auf dem Schlitzgebiet

#dOfS‘ Hu—uhHLz(Q) ‘ \u—uh|H1(Q) ‘ ]u—uh\Hz(Q)

175 | 2.47e-03 - 8.62e-03 - 6.41e-02 -
637 | 3.06e-04 | 3.02 | 1.61e-03 | 2.42 | 2.17e-02 | 1.56
2425 | 8.52e-05 | 1.84 | 4.71e-04 | 1.77 | 9.04e-03 | 1.26
9457 | 3.71e-05 | 1.20 | 2.04e-04 | 1.21 | 5.26e-03 | 0.78
37345 | 1.58e-05 | 1.23 | 8.67e-05 | 1.23 | 3.29¢-03 | 0.68

erwartet - J1ro0| - |100| - 0.50

Tabelle 5.68: Konvergenzordnungen fiir das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element
fir das vierte Beispiel wechselnder Randbedingungen (F/F) auf dem Schlitzge-
biet

#dofs | [lu—unllrz@e) | lu—unlm@y | lu—unlpz)
81 | 5.59¢-03 - 1.38e-02 - 9.88e-02 -

255 | 5.45e-03 | 0.04 | 1.41e-02 | -0.03 | 7.23e-02 | 0.45

891 | 1.21e-03 | 2.17 | 3.29¢-03 | 2.10 | 2.82e-02 | 1.36

3315 | 2.21e-04 | 2.46 | 9.32e-04 | 1.82 | 1.14e-02 | 1.31

12771 | 7.28e-05 | 1.60 | 3.83e-04 | 1.28 | 6.11e-03 | 0.90

erwartet - ‘ 1.00 ‘ - ‘ 1.00 ‘ - 0.50
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

5.3 Aufwandsanalyse

Bisher haben wir die Verfahren anhand ihrer Giite in Hinblick auf die Konvergenzordnungen
untersucht. In diesem Abschnitt vergleichen wir die Verfahren anhand der Zeit, die zum Losen
des Systems benétigt wird, um die gleiche Genauigkeit zu erzielen. Wir fithren eine Analyse
am Beispiel der eingespannten Platte durch. Die verschiedenen Verfahren werden wir auf den

unterschiedlichen Gebieten vergleichen.

5.3.1 Einheitsquadrat

Die Anzahl der Freiheitsgrade fiir das Interior-Penalty-Verfahren wéachst sehr schnell. Dies liegt
an der Platzierung der Freiheitsgrade in der Mitte der Zelle und auf den Kanten. Die anderen
Verfahren verwenden nur Freiheitsgrade an den Eckpunkten der Zelle. Das wirkt sich positiv
auf die Grofle der Matrizen aus. Das nichtkonforme Verfahren mit dem Adini-Element und das
konforme Verfahren verwenden vergleichsweise wenig Matrixeintrige gegeniiber den beiden
anderen Methoden. In den beiden folgenden Abbildungen und wird verdeutlicht, wie
sich der L?- bzw. der H2-Fehler zur Anzahl der Freiheitsgrade verhélt. Der H'-Fehler verhlt

sich im Wesentlichen wie der L2-Fehler.

0-1 F T T T TTTT T T TTTT T T T TTTT ‘ T T T TTTTH
I Adini —— ]
0.01 = IP mit Adini —e— _]
i Interior-Penalty —+— 1
0.001 & konformes Verfahren —— ]
% le-04 E
R - i
NI 16—05 = —
N B §
1e-06 .
1e-07 | .
16—087 Lol Lol Ll 1 \\\\\\7

10 100 1000 10000 100000

Anzahl der Freiheitsgrade

Abbildung 5.21: Verhalten des L?-Fehlers im Vergleich zur Anzahl der Freiheitsgrade am
Beispiel der eingespannten Platte auf dem Einheitsquadrat

Die néchsten beiden Schaubilder [5.23] und [5.24] zeigen den Zeitaufwand der verschiedenen
Verfahren im Vergleich zum L2- bzw. H2-Fehler. Der H'-Fehler verhilt sich entsprechend
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Abbildung 5.22: Verhalten des H?-Fehlers im Vergleich zur Anzahl der Freiheitsgrade am
Beispiel der eingespannten Platte auf dem Einheitsquadrat

dem L2-Fehler. Beim Losen der linearen Gleichungssysteme mit einem cg-Verfahren ist das
konforme Verfahren sehr schnell. Das gilt fiir den L?- wie auch fiir den H?-Fehler. Etwas
mehr Zeit benétigt das Interior-Penalty-Verfahren, um die selbe Genauigkeit im L2-Fehler zu
erzielen. Danach folgt das nichtkonforme Verfahren mit dem Adini-Element. Am meisten Zeit
benétigt das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element, um eine entsprechend genaue
Losung zu berechnen. Fiir den Vergleich beim H?2-Fehler ist die Reihenfolge etwas anders.
Wie schon erwahnt, 16st das konforme Verfahren mit der geringsten Zeit, danach folgt das
nichtkonforme Verfahren mit dem Adini-Element, gefolgt vom modifizierten Verfahren mit
dem Adini-Element. Die meiste Zeit um eine entsprechende Genauigkeit im H2-Fehler zu

erzielen, bendtigt das Interior-Penalty-Verfahren.

5.3.2 L-Gebiet

Fiir die Berechnungen auf dem L-Gebiet geben wir eine entsprechende Analyse der Fehler,
einmal im Vergleich zur Anzahl der Freiheitsgrade, zum anderen im Vergleich zur cpu-Zeit. Die
beiden folgenden Abbildungen und stellen den L2- und den H?-Fehler im Vergleich
zur Anzahl der Freiheitsgrade dar. Der H!-Fehler verhilt sich wie der L2-Fehler. Die Reduktion
des L?-Fehlers beim nichtkonformen Verfahren mit dem Adini-Element und dem Interior-
Penalty-Verfahren sind fast identisch. Diese beiden Verfahren schneiden in diesem Vergleich

am besten ab. Es folgen das konforme Verfahren und danach das modifizierte Verfahren mit
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Abbildung 5.23: Verhalten des L?-Fehlers im Vergleich zur cpu-Zeit am Beispiel der einge-
spannten Platte auf dem Einheitsquadrat
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Abbildung 5.24: Verhalten des H2-Fehlers im Vergleich zur cpu-Zeit am Beispiel der einge-
spannten Platte auf dem Einheitsquadrat
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5.3 Aufwandsanalyse

dem Adini-Element. Bei der Reduktion des H?-Fehlers gibt es keine groen Unterschiede in

den einzelnen Verfahren.

0-0]— 7 T T T ‘ T T ‘ T T ]
r Adini —e—
L IP mit Adini —e— 4
0.001 Interior-Penalty ——+— -
- konformes Verfahren —— -
E 16‘04 - -
% L
B L i
C\blq 1le-05 = -
18-06 — —
16—07 I | | L | | L | | L | | \7
10 100 1000 10000 100000 1le4+06

Anzahl der Freiheitsgrade

Abbildung 5.25: Verhalten des L?-Fehlers im Vergleich zur Anzahl der Freiheitsgrade am
Beispiel der eingespannten Platte auf dem L-Gebiet

Fiir die Zeit zum Losen der linearen Gleichungssysteme gibt es entsprechende Schaubilder
und [5.28] Das nichtkonforme Verfahren mit dem Adini-Element erreicht mit der geringsten
Rechenzeit den kleinsten L2-Fehler. Danach folgen das Interior-Penalty-Verfahren und das
konforme Verfahren. Die meiste Zeit, um eine entsprechende Genauigkeit im L2?-Fehler zu
erzielen, bendtigt das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element. Beim Vergleich des
H?-Fehlers sind die Unterschiede zwischen den Verfahren geringer. Das konforme Verfahren
und das nichtkonforme Verfahren mit dem Adini-Element erreichen mit einer geringeren Zeit
als das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element und dem Interior-Penalty-Verfahren

einen kleineren H2-Fehler.

5.3.3 Schlitzgebiet

Fiir das Schlitzgebiet geben wir wie schon fiir das Einheitsquadrat und das L-Gebiet eine
Analyse des L?- und H?-Fehlers im Vergleich zur Anzahl der Freiheitsgrade und im Vergleich
zur cpu-Zeit. Der H'-Fehler verhilt sich dem L?-Fehler entsprechend. In allen Vergleichen auf
dem Schlitzgebiet verhalten sich das Adini-Verfahren und das modifizierte Verfahren mit dem
Adini-Element fast identisch.
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Abbildung 5.26: Verhalten des H?-Fehlers im Vergleich zur Anzahl der Freiheitsgrade am
Beispiel der eingespannten Platte auf dem L-Gebiet
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Abbildung 5.27: Verhalten des L?-Fehlers im Vergleich zur cpu-Zeit am Beispiel der einge-
spannten Platte auf dem L-Gebiet
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0.1 T T T ‘ T T ‘
Adini ——
IP mit Adini —e—
Interior-Penalty ———
konformes Verfahren ——— -

g
=
S 001 i
T ]
0001 I L I L L L I
0.001 0.01 0.1 1 10 100

Zeit zum Losen [s]

Abbildung 5.28: Verhalten des H2-Fehlers im Vergleich zur cpu-Zeit am Beispiel der einge-
spannten Platte auf dem L-Gebiet

Die beiden folgenden Abbildungen [5.29| und [5.30] verdeutlichen den Vergleich der Fehler zur
Anzahl der Freiheitsgrade. Im Vergleich der L2-Fehler verwendet das konforme Verfahren
die wenigsten Freiheitsgrade, um eine entsprechende Genauigkeit zu erzielen. Es folgen das
Interior-Penalty-Verfahren. Die meisten Freiheitsgrade verwenden das nichtkonforme Verfahren
mit dem Adini-Element und das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element. Vergleicht
man die Anzahl der verwendeten Freiheitsgrade, um eine Genauigkeit im H2-Fehler zu erhalten,

gibt es keine sehr groflien Unterschiede zwischen den Verfahren.

In den beiden folgenden Schaubildern [5.31]und [5.32)sind die verwendete cpu-Zeit bei Reduktion
der L?- und H?-Fehler dargestellt. Das konforme Verfahren verwendet am wenigsten Zeit, um
einen vergleichbaren Fehler in der L2-Norm zu erzielen. Es folgt das Interior-Penalty-Verfahren.
Die meiste Zeit bendtigen das nichtkonforme Verfahren mit dem Adini-Element und das
modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element. Bei der Reduktion der H2-Fehler ist wiederum
das konforme Verfahren das schnellste, diesmal gefolgt von dem nichtkonformen Verfahren
mit dem Adini-Element und dem modifizierten Verfahren mit dem Adini-Element. In diesem
Vergleich benétigt das Interior-Penalty-Verfahren die meiste Zeit, um eine entsprechende

Genauigkeit in der H2-Seminorm zu erzielen.
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Abbildung 5.29: Verhalten des L?-Fehlers im Vergleich zur Anzahl der Freiheitsgrade am
Beispiel der eingespannten Platte auf dem Schlitzgebiet

H?_Fehler

0.1

0.01

0.001

konformes Verfahren

T
Adini ——
IP mit Adini —e—
Interior-Penalty ———

10

100 1000 10000 100000
Anzahl der Freiheitsgrade

1le4-06

Abbildung 5.30: Verhalten des H?-Fehlers im Vergleich zur Anzahl der Freiheitsgrade am
Beispiel der eingespannten Platte auf dem Schlitzgebiet
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Abbildung 5.31: Verhalten des L?-Fehlers im Vergleich zur cpu-Zeit am Beispiel der einge-
spannten Platte auf dem Schlitzgebiet
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Abbildung 5.32: Verhalten des H2-Fehlers im Vergleich zur cpu-Zeit am Beispiel der einge-
spannten Platte auf dem Schlitzgebiet
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5 Numerische Analyse der vorgestellten Verfahren

5.3.4 Vergleich und Beurteilung

Um einen Uberblick fiir den Zeitaufwand zu bekommen, geben wir die Tabellen und

an. Die Bezeichnungen sind wie folgt definiert: Das Verfahren schneidet im Vergleich sehr gut

++, gut +, mittelméaBig o und schlecht ab —.

Tabelle 5.69: Uberblick zum Zeitaufwand beim L2-Fehler

|u —upl| 202 Einheitsquadrat | L-Gebiet | Schlitzgebiet
Adini — 4
IP mit Adini o o
Interior-Penalty + + 4
konformes Verfahren +4+ + 4

Tabelle 5.70: Uberblick zum Zeitaufwand beim H?2-Fehler

|u — un|f2(0) Einheitsquadrat | L-Gebiet | Schlitzgebiet
Adini + 4 °
IP mit Adini o + +
Interior-Penalty — o +
konformes Verfahren ++ ++ ++

Fiir das Losen auf dem Einheitsquadrat und dem Schlitzgebiet sollte im Hinblick auf den

Zeitaufwand das konforme Verfahren verwendet werden. Auf dem L-Gebiet schneidet das

nichtkonforme Verfahren mit dem Adini-Element am besten ab. Fiir den Vergleich anhand der
Freiheitsgrade geben wir einen Uberblick in den folgenden Tabellen und
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Tabelle 5.71: Uberblick zur Anzahl der Freiheitsgrade beim L2-Fehler

|u —upl| L2 (02 Einheitsquadrat | L-Gebiet | Schlitzgebiet
Adini — 4
IP mit Adini o o
Interior-Penalty + ++ 4
konformes Verfahren +4+ + +




5.3 Aufwandsanalyse

Tabelle 5.72: Uberblick zur Anzahl der Freiheitsgrade beim H2-Fehler

|u — up|f2(0) Einheitsquadrat | L-Gebiet | Schlitzgebiet
Adini + + 4
IP mit Adini + + ++
Interior-Penalty o + o
konformes Verfahren ++ + +

Aus den Tabellen geht hervor, dass das konforme Verfahren im Vergleich anhand der Frei-
heitsgrade auf dem Einheitsquadrat ebenfalls am besten abschneidet. Auf dem L-Gebiet sollte
das Interior-Penalty-Verfahren oder das nichtkonforme Verfahren verwendet werden. Beim
Schlitzgebiet kommt es darauf an, ob man an den L?- bzw. H?-Fehlern interessiert ist. Um
gute Resultate in den L2-Fehlern zu bekommen, sollte man das Interior-Penalty-Verfahren
verwenden. Liegt das Interesse bei einer guten Reduktion der H?-Fehler, sollte hingegen das
nichtkonforme Verfahren oder das modifizierte Verfahren mit dem Adini-Element verwendet

werden. Fiir allgemeine Gebiete ist das konforme Verfahren jedoch nicht mehr verwendbar,

wie wir in Abschnitt [£.6] beschrieben haben.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel fassen wir die Ergebnisse dieser Arbeit noch einmal zusammen. Wir geben
einen Ausblick, was weiterhin interessant zu untersuchen ist und was somit in Zukunft

Gegenstand von Forschungen sein konnte.

Ziel dieser Arbeit war es, verschiedene Verfahren zur Losung der Plattengleichung zu untersu-
chen und zu vergleichen. Wir haben die betrachteten Verfahren vorgestellt und theoretische
Analysen durchgefiihrt. Anhand numerischer Berechnungen wurden alle betrachteten Verfahren
analysiert und verglichen. Abschliefend lésst sich feststellen, dass das konforme Verfahren
sehr leistungsfahig ist. Bei der Konvergenzanalyse war das konforme Verfahren vergleichbar
mit den anderen Verfahren. In der Aufwandsanalyse schnitt das konforme Verfahren auf dem
Einheitsquadrat sehr gut ab. Auf allgemeinen Gebieten kann das konforme Verfahren nicht

verwendet werden.

Je nach dem, auf welchem Gebiet gerechnet wird, sollte man das entsprechende Verfahren
verwenden. Auf dem Einheitsquadrat sollte man, wie gesagt, das konforme Verfahren verwenden.
Auf dem L-Gebiet hat das Adini-Verfahren gut im Vergleich zu den anderen Verfahren
abgeschnitten. Fiir das Schlitzgebiet kann man keine allgemeine Empfehlung geben. Welches
Verfahren auf dem Schlitzgebiet verwendet werden sollte, hdngt davon ab, ob man eher an

einer kurzen Rechenzeit oder an wenigen Freiheitsgraden interessiert ist.

Die Modifikation mit dem Adini-Element hat zwar die optimalen Konvergenzordnungen
ergeben, bei der Aufwandsanalyse schneidet das Verfahren im Vergleich zu den anderen
Verfahren schlechter ab.

Wir haben in dieser Arbeit nur Vergleiche auf kartesischen Gittern gezeigt. Weiter von Interesse

ist, wie sich die beschriebenen Verfahren auf nichtkartesischen Gittern verhalten.

Der Aufwand wurde bisher anhand der cpu-Zeit und der Anzahl der Freiheitsgrade verglichen.
Es wurde nicht beriicksichtigt, wieviel Zeit der Matrixaufbau der unterschiedlichen Verfahren
benotigt. Aulerdem sind wir nicht darauf eingegangen, wie hoch der Programmieraufwand

bei den verschiedenen Verfahren ist.
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