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Del E
1. Bevis:

1 ((p——q) —r)——p Premiss
2 D Antagande
3 —q Antagande
4 r Antagande
5 p— g Antagande
6 r Copy 4
7 (p——q) —r — 1, 5-6
8 —-p —e, 7,1
9 r— p — 1, 4-8

10 —q — (r = —p) — 1, 3-9

11 p— (g — (r — —p)) — 1, 2-10

2. Meningen kan uttryckas som —s — —it, eller ekvivalent sV —t. Negationen blir da —(s V —t),
eller ekvivalent =s A t, dvs “Solen skiner inte och mina tomater kommer att mogna”.

3. Beviset ér inkorrekt. I elimineringen av existenskvantifieraren (rad 4-5) ska en ny, oanvind

variabel anvindas, men hir anvinds xg som redan férekommer pa rad 2.

4. T.ex. JzTy(—~(z =vy))

5. Alternativ (e) &r rétt. Annas pastaende #r en konsekvens av predikatlogikens sundhet och
alltsa korrekt. Beatas pastaende ér felaktigt; t.ex. kan man inte bevisa vare sig - Vz(P(z))
eller - =Vz(P(z)).

6. Egenskap (a): AG—(locka A lockp), egenskap (b): AGEF lock 4, egenskap (c): AGEF lockp,

egenskap (d): AGEF =(lock4 V lockp).

Lat M = (S,—, L), dar S = {so, s1, 52}, == {(s0, 1), (51, S0), (S0, 52), (S2,50) }, och L(sg) =
{}, L(s1) = {locka} och L(sy) = {lockp}.



Del C

7. Lat ® vara formeln Vz(P(f(x))).

e Da giller att Vz(P(z)) = ®. Om alla element ¥ i modellen Ms universum A har
egenskapen PM, da har dven fM(b™) samma egenskap, eftersom fM(b™) ocksa ar ett
element i A.

e Det giller att ® = P(f(a)), eftersom om fM(bM) har egenskapen P for alla bM € A,
sa giller detta speciellt a™.

e Det giller att P(f(a)) £ ®. Om vi t.ex. betraktar méngden av alla naturliga tal, later
P vara egenskapen “udda”, f(x) vara funktionen x + 1, och a vara talet 0, sa &r P(f(a))
sann i denna modell, men & falsk.

e Det giller att ® [~ Vo (P(x)). Om vi igen betraktar méngden av alla naturliga tal, later
P vara egenskapen “jamn”, och f(x) vara funktionen x x 2, sa &r ® sann i denna modell,
men Vz(P(x)) falsk.

8. Bevistrad:

M,S1 |—[] locka P EE M,Sl }_[] locka P F — AG
M, s1 Fio) EF locka EFl M, s1 by EF locka Y M, so Fiso,s1) AGEF locka AGl
M, s0 b EF locka — ° M, s1 Fiso) AGEF locka 2T

M, so ) AGEF locka AGs

déar T ar tradet:

M, 511y locka ©
M, 51 Flsy,s0) EF locka EF
M, s0 Fisy) EF locka EF 2 _
M, sa b EF locka — ° M, 50 Flsg,ss] AGEF locka
M, 55 F(sg] AG EF lockx AGz

EF,

AG,




9. Strategin B bor anvénda ar foljande: Om det &r olika antal stenar i hogarna, plocka bort stenar
fran den storsta hogen sa att hogarna blir lika stora. Vi definierar P(n) att vara utsagan “B
kan vinna om A borjar spelet ndr det finns n stenar i vardera hégen”. Vi bevisar P(n) med
matematisk induktion 6ver n:

Basfall: n = 0. Eftersom bégge htgarna &r tomma kan A inte dra, och har forlorat enligt
reglerna.

Induktionshypotes: P(j) ar sann for 0 < j < k.

Induktionssteg: Vi vill visa P(k). Antag att det finns k stenar i vardera hogen. A plockar
7 st stenar fran ena hogen, 1 < i < k. B plockar da lika manga stenar fran den andra
hogen. Det finns nu k — ¢ stenar i varje hog, och eftersom k — i < k sa géller P(k — i) enligt
induktionshypotesen, dvs B kan vinna fran detta tillstand. Alltsa kan B vinna nér det finns
k stenar i varje hog, dvs P(k) &r sant.
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10. Sekvent: Vz(J(z) A P(xz) = 2=1z) F VaVy((P(z) A P(y)) A—=(z =y) = =(J(x) A J(y)))

Bevis:

1 Va(J(z) A P(x) — 2 = x) Premiss

2 o

3 Yo

4 (P(z0) A P(yo)) A =(z0 = yo) Antagande

5 P(z0) A P(yo) Neyp 4

6 P(.’L‘o) Ney D

7 P(yo) /\62 5

8 _\(CCO = yo) /\62 4

9 J(zo) A J(yo) Antagande
10 J(Q;O) Ney 9
11 J(yo) Nea 9
12 J(x0) A P(x0) A1 10,6
13 J(x0) A P(xg) = 2 =x0 Vel
14 2 =ux — e 12,13
15 J(yo) A P(yo) Ai11,7
16 J(yo) A P(yo) = 2 =yo Vel
17 2 = 4o S e 15,16
18 o = Yo =e 14,17
19 L ~ e 18,8
20 ~(J(zo) A J(¥o)) —19-19
21 (P(z0) A P(yo)) A (20 = yo) = ~(J(z0) A J (o)) — 14-20
22 Vy((P(zo) A P(y)) A ~(z0 =y) — ~(J(z0) A J(y))) Vyi3-21
23 VaVy(P(z) AP(y) A—(z=y) = ~(J(x) AJ(y))) Vo i2-22



11. Hoare-trippel: (n =ng A n > 0] Square (r = n3)
Slinginvariant: r = ZZ(-ZOl_n)(Zi —1) As=2(np—n)+1
Bevistabla:

(] (]/\TL>O[)
(0 :2‘"0 (2 —1) A 1=2(ng—n)+1)
r

’

(r=>"@2i—1) A 1=2(ng—n)+1)

s =1;

(r=>0 (2 —1) A s=2(ng—n)+1)

while (n!=0) {
(r=3"""(2i—1) A s=2(ng—n)+1 A n#0)
(r+s="0""(2i—1) A s+2=2(ng—n+1)+1)

r—=r-+s;
(r=3m0" (2 — 1) A s+2=2(ng—n+1)+1)
s =s+2;
(r=3"" (20— 1) A s=2(ng—n+1)+1)
n= 1;
QT:ZET’fn)(Qz—l) A s=2(ng—n)+1)
:
(r=>0"2i—1) A s=2(ng—n)+1 A =(n#0))
(r=mng)

3 st bevisforpliktelser:

en=ngAn>0 = 0=S""""2 1) A 1=2(ng—n)+1
Eftersom ng —n = 0 &r formlerna i hogerledet sanna: En summa fran 1 till 0 &r alltid 0,
och den andra ekvationen férenklas till 1 = 1.

e r =02 1) A s =2 —n)+1 An#E0 = r+s=S""TN2i—1) A s+2=

Utveckla summan i hégerledet av implikationen:
Zz(nol "H)(Qi -1) = ZEZ‘){”)(% —1)+2(np —n) + 1, vilket &r precis summan av r och
s fran vénsterledet.

Den sista ekvationen forenklas till s = 2(ng — n) + 1, vilken aterfinns i viinsterledet av
implikationen.

o r=3""02i 1) A s=2(ng—n)+1 A ~(n#£0) = r=n3
vilket kan forenklas till
r=3"2i—1) A s=2(ng)+1 — r=n}
Att summan av de férsta ng udda talen ir lika med ng kan bevisas med induktion (vilket
vi gjorde pa en foreldsning).



