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Huvudidé

Vill hitta x och y sa att
wQEmeOdn x = +y mod n
Da vet vi att

n|(z? —y?) <= nl(z+y)(z —y)

Vi vet ocksa att n varken delar (z 4 y) eller
(x —y) och saledes kommer gcd(n,x+y) och
gcd(n,x — y) vara faktorer till n.



Quadratic Sieve i korthet

Metoden anvander en faktorbas som ar en
mangd bestaende av "sma’ primtal.

Skapa ett antal z; s& att 2 mod n gar att
faktorisera i faktorbasen.

Vi har nu ett antal samband av typen

2 a a a
T =p11'p22'---‘pkk

Kombinera nagra av dessa samband (multi-
plicera ihop dem) sa att bada sidor blir en
kvadrat.



Triviala losningar

Notera att vi har 50% sannolikhet att fa tri-
viala losningar och att vi darfor kan behova
kora var algoritm flera ganger.



Exempel

n = 15770708441
Faktorbas: {2,3,5,7,11,13}

Betrakta foljande samband:

83409341562 = 3 x 7 (mod n)
12044942944% = 2 x 7 x 13 (mod n)
27737000112 = 2 x 3 x 13 (mod n)

Tre exponentvektorer:
a’l — (07170717070)

(1,0,0,1,0,1)
(1,1,0,0,0,1)

a
as

a1 +ar~+az = (0,0,0,0,0,0) mod 2 sa vi far:
(8340934156 x 12044942944 x2773700011)2 =

=(2x3x7x13)2 (mod n) <
<= 95034357852 = 5462 (mod n)

gcd(n,9503435785 — 546) = 115759
115759 ar saledes en faktor i n.



Pomerances idé

Vi anvander oss av foljande polynom:

f@)=(z+ |vn])* —n
Vi ser att

(z + |Vn))? = f(z) mod n

Antag nu att vi kan hitta heltal x1,x9, ...,z
sa att produkten f(z1)f(xp)...f(x) bildar
en kvadrat, y2. Om vi sedan l|ater

v = (z1 + |V (z2 + Va)) .. (zp + [vVa))

har vi en 10sning till var huvudekvation, 12 =

y2 mod n.



Att finna faktorbasen

Vi vill valja de primtal, p;, som ingar i faktor-
basen.

Vill ha: p; | f(x)

Vet:
pifmn f@)=(Vn]+2)°—n

Detta ger oss

n= (|v/n) + )2 mod p;

Var faktorbas skall alltsa besta enbart av prim-
tal, p;, sadana att n ar en kvadratisk rest mo-
dulo p;.



Sall 1

Tal som faktoriserar Over faktorbasen kom-
mer att vara mycket fa.

Ett sall ger oss mojlighet att betrakta en
mangd varden i ett stort block pa en gang
och bestamma vilka tal som kommer att kun-
na faktoriseras.



Sall 2

fl@)=p1" P> .. oyt
0

log f(z) = log p{* + logp3? + ... + log p;*

Om vi subtraherar bort logaritmen for de p;
som ingadr i f(x) fran log f(x) kommer vi te-
oretiskt sett komma ner till noll om f(x) kan
faktoriseras i faktorbasen.

Avrundningsfel och multipla primtal gor att
vi | praktiken anvander oss av ett gransvarde
sa att vi betraktar alla tal som ar " tillrackligt
nara’” . Gransvardet satts ofta till logaritmen
fOor det storsta primtalet i faktorbasen.



Sall 3
Hur vet vi om ett primtal ingar i f(x)?

Vet att n ar kvadratisk rest modulo p, d.v.s.

n =12 mod p eller n = (—t)? mod p

FOr alla p |0ser vi dessa kongruenser och spa-
rar undan t och —t.

Eftersom n = (|v/n] + )2 mod p (p.g.a. att
p|f(x)) betyder detta ocksa att

|vn|+x =t mod p eller |v/n|+x = —t mod p

Om ovanstaende ar uppfyllt skall vi alltsa
subtrahera logp fran log f(x).



Sall 4

Startvarde pa x ges av t.

Om p delar f(x) kommer dven p att dela
f(xz+p), f(x + 2p) O.s.v.

Detta ger oss basen for vart sall dar vi pa
detta satt kan subtrahera bort logp fran en
stor mangd log f(x) utan att behdva gora nya
jamforelser.



Lite parametrar

Storlek pa faktorbas:
L(n)Y2dsr L(n) = O (eC\/'”n'” '“n) ar kortiden

Antal f(x) att hitta:
faktorbasens storlek + 10

Gransvarde for sallet:
logaritmen for det storsta talet i faktorbasen

FOr varje primtal p i faktorbasen lagras aven
logp, t och —t.



Sallning i1 tva dimensioner
f(@) = (z+ [Vn])* —n
!
f(a,b) = ([Vbn] + a)* —bn



Korningar med olika storlekar pa
faktorbasen for 40-decimalers tal

300

250

200

time(s)
[y
[6)]
o

100 -

50

750 1000 1250

1500 1750 2000 2250

2500
factorbase(size)

Vit: Sall

Morkgra: Gausselimination

Ljusgra: Ovrigt



Parallell korning 1

Parallel vs non-parallel Quadratic Sieve (sieve part)
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Parallell korning 2

Measured vs ideal performance (sieve part)[n=55]
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Talet som faktoriserats har 50 decimaler.



