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Klassisk multiplikation

Stora heltal

Mental bild:
Handmultiplikation av tal med hundratals siffor.
Datormultiplikation av tal med miljontals siffror.

Mina exempel ar mycket mindre..
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Klassisk multiplikation

Vanlig multiplikation

Vi vet hur vi beraknar 6531 - 1217

6 5 3 1
1 217
4 5 7 17
6 5 3 1
1 3 06 2
6 5 31
79 48 2 27
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Rysk multiplikation

Rysk bond-multiplikation

Upprepa:
Dubblera ena talet, halvera andra (avrunda nerét).

Summera de dubblerade tal som star bredvid udda tal.
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Analys

Vilket satt ar bast?

Hur komplicerad ar metoden?

Hur mycket arbete kraver den nar vi val lart oss den?
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Analys

Vart huvudmatt

Strunta i hur svart det ar att lara sig metoden.
Rakna antalet elementara berakningssteg.

| vart fall att addera eller multiplicera enstaka siffror.
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Analys

Vanlig multiplikation

Anta att varje tal har n siffor.

Varje siffra i ena tal multipliceras med varje siffra i andra: n?
multipliktioner.

Ungefar lika manga additioner.
Totalt 2n°.
Notation O(n?) betyder “n3gon konstant gdnger n®".

Fyra ganger s& dyrt att multiplicera dubbelt sd ldnga tal.
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Analys

Rysk multiplikationen

Antal halveringar ar
log, 10" =~ 3n

och antalet siffor i det storre talet blir hogst 2n.
Antalet operationer blir hégst 6n% = O(n?).

Jamforbart med vart vanliga satt, 4 gédnger sa dyrt att multiplicera
dubbelt sa stora tal.
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Analys

Verklig tid

L3t oss ta stora tal, med en miljard siffror. Rejala men far plats i
datorn.

n = 10° och antal operationer med vanlig algoritm n? = 108,

Hur ldng tid tar detta pd en bra modern dator?
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Analys

(")verslag

Ungefar en miljard operationer pa en sekund, ger
en miljard sekunder
vilket ar

drygt 30 ar.
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Forbattringar

Nya tankar

x = x110"2 + xg
y = 110" 4+ yq

n=4, x =6531 s ar x; = 65, xg = 31.
x1 ar de n/2 mest signifikanta siffrorna, etc

xy = x1y110" + (x1y0 + %o¥1)10"2 4 xo0
och vi vill rakna ut
X1y1, X1Yo + Xoy1, XoYo

vilket verkar krdva 4 multiplikationer av tal med n/2 siffror och lite
additioner.
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Forbattringar

Ett battre satt

Rakna ut
x1y1, xoyo0, (xo+ x1)(yo + y1)

och sedan anvand
x1y0 + xoy1 = (%0 + x1)(yo + ¥1) — x1y1 — x0¥0-

Vi klarar oss med med tre multiplikationer av tal med n/2 siffror
(eller mojligen n/2 + 1) och lite additioner.
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Forbattringar

Vart tidsexempel

x = 6531, x;3 = 65,x9 = 31
y=1217,y4 =12,y = 17

x1y1 = 65-12=1780
(0o +x1)(o+y1) = 96-29=2784
xoyo = 31-17 =527
xoy1 +x1yo = 2784 — (780 + 527) = 1477

och svaret blir
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Forbattringar

Nasta idé

Multiplikation av ett par av 1000000-siffriga tal reduceras till
multiplikation av tre par av 500000-siffriga tal.

GOr vi dessa pd vanligt satt?
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Forbattringar

Rekursion

Upprepa pa delproblem. Vi far 9 par av multiplikationer av
250000-siffriga tal etc.

Ger 3' par av multiplikationer av n/2'-siffriga tal.

Om n = 2/ blir det arbete ungefir 3/ = O(n'%8).
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Forbattringar

Vart exempel

n=10°~ 230
Vi far ungefar
330 ~ 2. 10 operationer.

Nere i tre dygn!
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Forbattringar

Annu battre

Dela upp varje tal i tre delar,
x = x102"3 + x10"/3 + X0,
och samma med y.

Visar sig att vi kan reducera till multiplikation av 5 par av tal med
n/3 siffror.

n = 3/ kan I6sas till en kostnad av ungefir

5j ~ n1.46

ytterligare nagot battre.
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Forbattringar

Bast kanda algoritmen

Dela upp i manga sméadelar, anvand diskreta Fourier transformen.
Ger tid

O(nlog nloglog n).
Loser multiplikation av tal med en miljard siffror pd mellan minuter

och timmar beroende pa implementation.
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Slutord

Oppen fraga

Kan vi multiplicera tva n-siffriga tal med 10n operatoner?

Min gissning ar “troligen inte” men osvuret ar bast.
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Slutord

Slutord

Multiplikation ar inte sa enkelt som vi tror....
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