Numeriska metoder grundkurs | Kort teori om minstakvadratmetoden
Ovning 4 f6ér Bio3 och BM

Nar vi har fler ekvationer an obekanta ar vart

Ovningsgrupp 2 ekvationssystem Az = b Gverbestamt.

Johannes Hjorth Om tvd av ekvationerna motsager varandra saknar

hjorth@nada.kth.se systemet I6sningar, vi har ett problem!
Rum 4538 pa plan 5 i D-huset | sa fall &r en ide att valja x sd att vi bara raknar
08 - 790 69 02 R

ungefarligt ratt.
Kurshemsida: Det forsta vi fragar oss ar hur vet vi hur bra vart x
http://www.nada.kth.se/kurser/kth/2D1210/04-05/BI0/ ar, dvs hur mater vi felet vi gb’r?

Material utdelat pa Gvningarna:

http://www.nada.kth.se/~hjorth/teaching/numbio04



Euklidiska normen

Ett satt att berdakna felet ar med den euklidiska
normen. Anvander vi den blir malet att minimera
kvadraten pa felet for varje komponent i vektorn
(minstakvadratmetoden).

Den Euklidiska normen beraknas med,

ulle = VuTu = Vugug + ugus + ... + unuy,

Observera att om w och v ar vinkelrdta mot
varandra galler

T
u'v = Vuivy + ugvg + ... + un,v, =0

Vad innebar det att losa systemet?

Ekvationssystemet Ax = b kan skrivas pa formen

aiyl a2 aln by
@1 gy 4| 922 fagrog| 20 fap=| ©2
am1 Am2 amn bm

Med andra ord vi forséker skriva b som en
linjarkombination av kolumnvektorerna i A.

Rummet som spanns upp av alla vektorer Ax kallas
for kolumnrummet till A eftersom de kan skrivas
som linjarkombinationer av kolumnvektorerna i A,
se ekvationen ovan.

Det finns alltsd en exakt 16sning till systemet om b
ligger i kolumnrummet till A.



Om vi valjer ett x hur stort ar da felet?

Lat oss skriva felet vi gér som

e=Ax —b

Detta ar enklast att forstd geometriskt

Eftersom kolumnvektorerna i A spanner upp ett
n-dimensionelt hyperplan sd kommer Ax alltid ligga
i detta hyperplanet (se figuren).

Detta medfor att felvektorn e &r som minst nar den
ar ortogonal mot hyperplanet, ty annars kan vi vilja
ett annat = som gor s3 att vektorn Ax kommer lite
narmare vektorn b.

Vi sdger att e ska vara ortogonal mot A:s
kolumnvektorer, dvs

ATe =0



Vi vet att vi far minsta felet nar e ar ortogonal mot
hyperplanet, pd mattesprak blir det

0=ATe=AT(Az —b) = AT Az — ATD

Det vill sdga vi behover bara [6sa

AT Ax = AT

Detta ar formeln for att berakna minstakvadrat-
|6sningen till ekvationssystemet

Ax ~ b

Exempel 4.6

Tidvattnet i Nordsjon bestims av den sa kallade
M>-tide, vars periodlangd ar cirka tolv timmar och
har formen

H(t) = ho+ ay sin(%) + asy COS(%)

dar t anges i timmar. Anpassa med
minstakvadratmetoden H (t) till matdataserien:

t =

02468 10]
y = [1.0 1.6 1.

[
[1. 4 0.6 0.2 0.8]



exs46.m >> format compact

>> exs46
A=
1.0000 0 1.0000
1.0000  0.8660  0.5000
1.0000  0.8660 -0.5000
1 1£ 1.0000  0.0000  -1.0000
clear,c 1.0000 -0.8660 -0.5000
t=1[02468 10]7; 1.0000 -0.8660  0.5000
AtA =
y =[1.01.6 1.4 0.6 0.2 0.8]"; 6.0000 0.0000  -0.0000
0.0000  3.0000  0.0000
A = [ones(size(t)) sin(t*pi/6) cos(t*pi/6)] mv—gomm 0.0000 3.0000
5.6000
AtA = A’%A 1.7321
0.8000
Aty = A’y x =
0.9333
0.5774
x = AtA \ Aty 0.2667
title(’Exempel 4.6°) o Exempel 4.6
xlabel(’t’)
ylabel(’y?)
hold omn

plot(t, y, ’*’)

£t2=0:0.1:10;
plot(t2, x(1) + x(2)*sin(t2*pi/6) + x(3)*cos(t2xpi/6))
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0

0¥



Exempel 4.14

Foljande matdata beskriver vatskeflodet ¢ som
funktion av trycket p i munstycket till en
vattenslang:

[10 16 25 40 60]
[94 118 147 180 230]

b
q

Man antar att flédet ar proportionellt mot en
obekant potens av trycket med en okand
proportionalitetskonstant. Bestam de bada okanda
storheterna. Diskutera sedan hur man kan avgora
om antagandet ar rimligt.

Losning av exempel 4.14

Vi vet att ¢ = Cp”* dir C och k ar okinda.

Vi borjar med att logaritmera bagge sidorna
In(q) = In(Cp*) = In(C) + kIn(p)

Vi kan nu skriva vart problem pa formen Az =0

L () i)

1 In(po In _ In(gqo
k a

1 In(pn) In(gn

For att losa det med minsta kvadratmetoden
multiplicerar vi bigge sidorna med AT

AT Az = ATb

och loser for x.



exs414.m

clear,clf

p = [10 16 25 40 60]7;
q = [94 118 147 180 230]°;

A = [ones(size(p)) log(p)l;

b = log(q);
AtA = A’xA
Atb = A’*Db

x = AtA \ Atb

hold on
title(’Exempel 4.14°)
xlabel(’p’), ylabel(’q’)

plot(p, q, ’*’)
p2 = 10:0.1:60;

C = exp(x(1)); k = x(2);
plot(p2, C*p2.7k)

maxrelfelet = max(abs((q-C*p."k)./q))

>> exs4l4
AtA =
5.0000 16.0773
16.0773 53.7218
Atb =
24.9354
81.1736
x =
3.4083
0.4910
maxrelfelet =
0.0269

Exempel 4.14
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Rita i figuren!

In(q) = In(C) + k*In(p)

Dagens pausbild...



Matlabdelen av exempel 5.3

Approximera ett fjardegradspolynom genom
punkterna (x,y) nedan

clear, clf

[1 345 7]
[330 11 6];

X
y

A = [ones(size(x)) x x.72 x.73 x.74]
c = Ay

xc = 0:0.1:7;

plot(xc, c(1)+c(2)*xc + c(3)*xc.”2 + c(4)*xc.”3 + c(5)*xc."4)
hold on

plot(x,y,’*’)

Vi kor koden...
>> exsb3
A=
1 1 1
1 3 9
1 4 16
1 5 25
1 7 49
-
-72.7500
128.9375
-64.9375
12.5625
-0.8125

40
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