NSA-Non Standard Analysis

Ett sdtt att beskriva analys pa.
Idén &r ursprungligen fran Leibniz.
Téankeséttet ersattes av det moderna synséttet skapat av bl.a. Weierstrass.

NSA nyskapades av Abraham Robinson pa 1960-talet.
Huvudprincipen

Vi vill kunna réakna med infinitesimal tal och hyperreella tal. Det ar tal som &r
oandligt sméa och oéndligt stora.

Vad vi vill kunna siga

e Vi kommer att siga att a =~ b om a — b ar infinitesimal.

e Vi kommer att sdga att en funktion f dr kontinuerlig om f(x +¢€) =~ f(z)
for alla infinitesimala e.

e Vi kommer att séiga att en funktion f dr deriverbar om f(z +¢€) = f(z) +
f/(x)e + ke for alla infinitesimala e dir &k &r infinitesimal.

Integration

Vilj ett odndligt stort tal N. Dela upp intervallet [a,b] i N delintervall av langd
b_Ta. Lat x; vara mittpunkten pa intervall 7. Satt

b—a N
I=— > f(w)

i=1

Maximum av funktion

Vi vill hitta maximum till en kontinuerlig funktion f pa ett slutet intervall [a, b].
Vi viljer ett oéindligt tal N och definierar N tal z; = 3% for i = 1,...,N.
Bland dessa dndligt manga tal finns ett med storst f-virde, sdg xp. Alla tal
x; ligger oéndligt ndra ett normalt tal. Lat M vara det normala tal som ligger
oandligt ndra f(z;). D& & M maximum for f pa [a,b)].

Leibniz problem

Hur definierar man en logiskt konsistent algebra med hyperreella tal?

Jamfor med imaginéra tal. De utgor en utvidgning av de reella talen. Reglerna
for utvidgningen dr enkla. (i2 = —1).

Men vad finns det {6r regler for hyperreella tal?

Goddels fullstindighetssats

Lat ' vara en konsistent teori i forsta ordningens predikatlogik. D& finns det en
modell M till T".



Kompakthetssatsen

Kompakthetssatsen séger att om I' &r en oéndlig médngd meningar i férsta ord-
ningens predikatlogik och om varje dndlig méangd i I' &r konsisten sa ar I' kon-
sisten.

Lat N vara teorin for de naturliga talen och lat Sy, S1, So,... vara formlerna

Jx >0,z >1,3x>2,...

Lat N’ vara teorin N U {Sy, S1, S, ... }. Varje dndlig méngd formler i N’ ar
satisfierbar. Alltsd ar teorin N’ satisfierbar. D4 finns det en modell for N/ med
ett x sa att = dr storre &n alla "vanliga” heltal.

Robinsons idé

Anvénd kompakhetssatsen for hdgre ordningens predikatlogik. Vi kan formalisera
vilka egenskaper vara hyperreella objekt skall ha och sedan visa att det inte leder
till motségelse att anta att de existerar. Enligt Godels fullstdndighetssats finns
det da en modell i vilken de existerar.

Tva satt att ga vidare
Modernare framstéllningsséatt av NSA foljer vanligen en ev tva mojliga vigar:

e Beskrivning genom "konkreta” modeller av NSA med hjilp av ultrafilter.

e Axiomatisk beskrivning av NSA. Bygger pa tre stycken axiom som kallas
Transfer, Idealisering, Standardisering.

Ultrafilter

Lat M vara en odndlig méngd. Ett filter &r en familj F' av delméngder till M

som uppfyller
1.0 ¢ F.
2. AecFochACB=BeckF.
3. ABeF=ANBeF.
Om det dessutom for varje delméngd A till M géller att

A€ Feller M — A € F men inte bada
s& ar F ett ultrafilter.

En enkel modell

Foljande dr en modell av vad ett hyperreellt tal dr: Lat a = [a1, az, as, .. .| vara
en talfoljd med vanliga tal. Vi har ett ultrafilter F' definierat pa {1,2,3,...}.
Vi séger att tva talfljder a,b &r ekvivalenta om méngden E av index i sa att
a; = b; tillhor F. Ett hypereellt tal dr en sadan ekvivalensklass.



Mer komplicerade objekt

Hogre ordningens objekt kan definieras pa motsvarande sitt. Lat M = [Ml, Mo, ...

vara en f6ljd méngder. Lat M vara M : s ekvivalensklass. D& &r M en hy-
perreell méangd. Ett visst hyperreellt element a ligger i M om och endast om
{i:aiGMi}EF.

Olika typer av objekt
Det finns tre typer av objekt:
e Standardobjekt: Det dr de objekt som finns i "vanlig” matematik.

e Interna objekt: Det ar standardobjekten och de icke-standardobjekt som
kan definieras predikatlogiskt i modellen.

e Externa objekt: Icke-standardobjekt som inte kan definieras inom model-
len.

Idealiseringsprincipen

Lat R vara en relation och A en standardméngd. Antag att det for varje dndlig
delméngd X C A som bestar av standardelement géller att det finns ett stan-
dardelement y sa att R(z,y) géller for alla € X. Da finns det ett element y s&
att R(a,y) giller for alla standard a € A. Detta y dr (oftast) icke-standard.

Transfer

Lat ¢ vara en sluten, vanlig predikatlogisk formel. Lat M vara den vanliga stan-
dardmodellen av strukturen och lat M* vara icke-standardmodellen av struktu-
ren. D& géller att ¢ &r sann i M* om och endast om ¢ &r sann i M.

Varje oandlig mingd innehéller icke-standardelement

Lat A vara en odndlig méngd och 14t R(z,y) vara relationen z # y Ay € A. Den
uppfyller kraven for idealisering. Det betyder att det finns y € A sa att a # y for
alla standardelement a € A. Det betyder att y dr ett icke-standardelement som
tillhér A. Omvént géller att om A dr en dndlig standardméngd si innehaller

den inte nagra icke-standardelement.
Tillaimpning: Det finns odndligt manga primtal

Lat N vara ett hyperreellt tal som &r delbart med alla standardheltal. Lat P
vara méangden av primtal (mdjligen dndlig). Om p; ar ett standardprimtal sa
delar p; talet N. Alltsa delar inte p; talet N + 1. Men det maéaste finnas ett
primtal ¢ som delar N + 1. Men g méaste da vara icke-standard. Alltsa innehéller
P icke-standardelement och méaste dérfér vara odndlig.

Vanliga tal ir nistan rationella

Lat « vara ett standardtal. Lat @ vara ett oéndligt stort heltal. D& finns det ett

heltal P s att o — G| < &. Men eftersom @ ér oéindligt dr & ett infinitesimalt

tal. Alltsa géller o ~ g. Varje standardtal ar alltsa néra ett rationellt tal.

]



Tillampning: Darboux sats

Lat f vara en additiv funktion d.v.s. f(z +y) = f(z) + f(y) for alla reella tal.
Om f &r begrinsad i ndgot intervall ndr 0 si giller f(z) = kx for alla x dér

k= f(Q).

Det gar litt att visa att om = = 2 sa dr f(2) = Lf(1) = ka.Lat = vara ett
godtyckligt reellt standardtal. Det finns da heltal p,q sa att x = % + e Sa
f(@) = f(E+¢) = f(E)+ f(e). Antag att vi kan visa att f(e) ~ 0. Da gller
J(@) ~ (E) = k2 = k.

For att visa att f(e) ~ 0 anvinder vi att f &r begrénsad néra 0. Det betyder
att 1 ett tillréickligt litet intervall kring 0 &r |f(z)| < M for ett standardtal M.
Men om f(e) inte &r infinitesimalt finns ett standardheltal n s& att | f(ne)| > M.
Men det &r omdjligt eftersom ne mate vara infinitesimalt.

Analys

Vi kan definiera olika topologier pé enkla sétt: Vi séger att x =~ y om x och y
ligger odndligt néra varandra.

Hausdorffrum: Ett topologiskt rum déir varje element kan ligga odndligt néra
hogst ett standardelement.

Kompakt rum: Ett topologiskt rum dér varje element ligger odndligt néra at-
minstone ett standardelement.

Likformig konvergens

En illustration av detta ar féljande: Det gar att visa att en funktion f &r lik-
formigt kontinuerlig pd en mingd A om x ~ y medfor att f(x) =~ f(y) for alla
element i A*. Om f &r kontinuerlig p& en kompakt méangd A sa &r den likformigt
kontinuerlig.

Bevis: Lat x,y vara tva godtyckliga element i A* sa att x =~ y . Da finns ett
standardelement z sa att & ~ z och y &~ z (eftersom A adr kompakt.) Eftersom
f &ar kontinuerlig i standardpunkten z géller f(z) ~ f(z) och f(y) ~ f(z). Men
da géller ocksd f(x) = f(y).

Ett genomgaende monster

NSA ersétter sekvenser och processer med idealiserade objekt.
Ex:

e En talfoljd aq,as, ... innehéller en konvergent delféljd om och endast om
det finns ett oédndligt n s att a, ~ b dir b ar ett standardtal.

e En talfoljd ay,as,... dr obegridnsad om och endast om a,, dr odndligt for
nagot odandligt n.

Vissa odndliga mingder ir nistan “‘dndliga”



Lat A vara en numrerbar méngd si att A = {a1,as2,.... Om n ir ett odndligt
tal sa géller att A ar en delméngd av A’ = {a13 : i < n}.

Tilldimpning: Graffirgning

Om vi har en oéindlig planir graf gar den att fyrfirga. Overgangen fran vanliga
4-fargssatsen till detta fall gar 14tt att ordna med NSA.



