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Sammanfattning

Sidrankningsalgoritmer anvénds i sckmotorerna pa Internet fér att inbdrdes
vaga webbsidorna mot varandra och rangordna sokresultaten efter dessa vik-
ter. Att modellerna dessa baseras pa representerar verkligt beteende och vad
som intuitivt implicerar relevans i sokresultatet ar essentiellt for att finna ratt
information i den enorma dataméngd som Internet utgor.

Google har till stor del sidrankningsalgoritmen PageRank att tacka for
sina framgéngar. I dess kélvatten har bland annat SALSA och HITS vuxit
fram som alternativa algoritmer, vars grund finns i de ifragasatta svagheterna
i PageRank.

Den enorma storleken och snabba expansionen av Internet har medfort att
sidrankningsalgoritmer transformerats till ett berdkningsproblem. Denna upp-
sats forklarar, undersoker och resonerar kring praktiska och prestandaméssiga
skillnader mellan olika metoder att berdkna PageRank.
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Abstract

Site ranking algorithms are used in search engines on the Internet to inter-weigh
the web sites toward each other and order the search results according to these
weights. That the models these are based on represent real behavior and what
is intuitively implicating relevance in the search results is essential to find the
right information in the enormous data volume the Internet constitutes.

Google has in large part the site ranking algorithm PageRank to thank for
its success. In its aftermath, SALSA and HITS have, among others, evolved as
alternative algorithms, with their base in the questioned weaknesses of PageR-
ank.

The vast extent and fast expansion of the Internet has caused site ranking
algorithms to transform into computational issues. This thesis explains, inves-
tigates and reasons around practical and performance-wise differences between
the different methods of calculating PageRank.
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Kapitel 1

Inledning

Rankningsalgoritmer &r ett aktuellt &mne inom informationsteknologin. Eftersom
méngden information som gors tillgénglig har 6kat explosionsartat den senaste tiden
har behovet att rangordna informationen och géra den mer lattillginglig blivit allt
mer akut.

Den hér kandidatuppsatsen ingar i kursen DD143X - Examensarbete inom data-
logi, grundniva. Syftet med uppsatsen &r att undersoka sidrankningsalgoritmer som
anvands pa webben och gora prestandajiamforelser mellan ett urval av metoderna
for att berdkna dessa. Vad som avses med sidrankningsalgoritmer ar metoder for
att rangordna sidor baserat pa dess relativa informationsvdirde. Uppsatsen har tre
huvuddelar déar den forsta &mnar aterge den relevanta teoretiska del som behovs for
fortsatt forstaelse av uppsatsen. Den andra delen avser den experimentella del som
amnar besvara nedan specifierad fragestallning. I den tredje delen presenteras och
utvirderas erhallna resultat.
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Figur 1.1: Diagram &6ver hur sokmotorer applicerar sidrankning
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1.1 Bakgrund

Problemet néar Internet och informationsteknologin slog igenom var att ordna upp
den fragmenterade informationen och gora den tillginglig. En 16sning var att go-
ra informationen sékbar via sOkmotorer och den har visat sig fungera. Férutom
att lokalisera information méste sbkmotorerna dven relatera till informationsvérdet
och vad anvindaren eftersdker fér att rangordna tréffarna. Vad som stkmotorerna
processar ar en textsokning given av anvindaren.

Just hur de givna tréffarna ska rangordnas ar nagot som alltid har varit ett
problem for sokmotorerna. En 16sning pa detta blev sidrankning. Sidrankning an-
vands for att rangordna sidor efter hur pass tillgingliga de &r och deras relativa
informationsvarde. Detta var revolutionerade da tidigare l6sningar pa sékmotorer
inte satte sidor i relation till varandra.

Hur sidrankning appliceras i sokmotorerna illustreras forenklat i figur 1.1.

1.2 Problemformulering

Undersokningen kommer utga fran PageRank, sidrankningsalgoritmen som &r im-
plementerad i Googles sokmotor och som &r en stor del av anledningen till att
sidrankning har blivit ett sa omtalat d&mne. Ett problem med sidrankning &r den
standigt expanderande och forénderliga informationsméangden. Just den enorma in-
formationsméngd som finns tillgdnglig pa Internet gor det véldigt resurskravande
att utfora sidrankningsberdkningarna. Det faktum att innehallet och strukturen pa
webben dven fordndras kontinuerligt gor att behovet av kontinuerligt uppdaterade
rankningar vitalt. Detta problem ligger till grund for den har uppsatsen som &mnar
undersoka prestandaskillnader mellan olika implementationer av PageRank.

Efter att idéerna kring PageRank publicerades och implementerades i Goog-
les s6kmotor sa har det kommit fram en del modifikationer som &r tédnkta att
vara optimeringar av PageRank. Tva av dessa dr [AD-metoden med Tarjans al-
goritm for férsortering av matriser samt en metod som berér extrapolation for att
accelerera PageRank. Tarjans forsorteringsalgoritm avser optimering av matrisen
TAD-metoden opererar pa for att snabba upp berdkningarna av PageRank. Extra-
polationsmetoden bygger pa att man accelererar konvergensen hos potensmetoden
som anvénds i PageRank. Bade TAD-metoden och extrapolationsmetoden kommer
forklaras ingdende senare i uppsatsen.

Problemet som &mnas undersokas i den har uppsatsen ar hur pass stora prestan-
daskillnader som rader mellan originalimplementation av PageRank (potensmeto-
den), PageRank med TAD-metoden (med Tarjans forsorteringsalgoritm) samt Pa-
geRank med hjalp av extrapolationsmetoden. De experimentella undersokningarna
utfors med hjalp av MATLAB. Matningarna utfors pa matriser som ar mindre repre-
sentationer av Internet, da det ar orimligt resursméissigt att utfora berdkningarna
pa hela Internet.
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1.3 Disposition

Uppsatsen ar uppdelad i tre delar, presenterade nedan.

Del I - Teoretisk ram Den hér delen behandlar de teoretiska delarna som lasaren
behdver for att forstd omradet och senare experimentella del dir delar av det som
berorts inom den teoretiska ramen kommer implementeras.

Del II - Experimentell del 1 den har delen implementeras potensmetoden och
extrapolationsmetoden for PageRank och jamfors prestandaméssigt. Den tredje be-
rakningsmetoden, IAD-metoden, infors i jamforelsen utifran tillgangliga forsknings-
resultat, men ingen egen implementation gors.

Del III - Resultat Uppsatsens resultat presenteras och diskuteras i denna del.
Teoretiska och praktiska aspekter belyses ur prestandaperspektiv och anvandbarhet.
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Huvudsakligen anvéinds standardnotation i formlerna, men for att forstirka sam-
banden i hirledningarna har viss notation inférts som inte &r vedertagen konvention
eller entydig. Nedan finnes en tabell med definitionerna som géller och som asido-
sitter standardnotation i de fall krockar uppstar.

Kéannetecken Beskrivning Exempel
x Tecken i kursiv stil Godtycklig variabel =4
X Gement tecken i fetstil Vektor X = [a b ¢ d}
a
x”" | Vektor med superscript 7 | Transponat av vektor x!' = lc)
d
X Overstruken vektor Vektor hirledd ur motsvaran- | X = {d c b a}

x() | Vektor med superscript (i)

X Versalt tecken i fetstil

XT | Matris med superscript T

Overstruken matris

ol

de vektor utan streck

Iterativt berdaknad vektor av
ordning ¢

Matris

Transponat av matris

Matris héarledd ur motsvaran-
de matris utan streck

a b c
X=1|d e f
g h 1
a d g
XT'=|[b e h
c f i
d e f
X=1]a b c
g h 1
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Teoretisk ram






Kapitel 2

Matematisk grund

I det hér kapitlet beskrivs den grundldggande teoretiska ramen kortfattat. Syftet
med kapitlet dr att sikerstélla den matematiska nivan som krévs for senare delar av
uppsatsen. De matematiska delarna som berdrs i uppsatsen forutséitts att lasaren
vara bekant med, men de vitala delarna som &r sarskilt relevanta for forstaelsen
kommer att beskrivas. Kapitlet &r uppdelat i tre delar dar férsta delen ger en explicit
forklaring av den matematiska grund som forutsitts (2.1). Efter det kommer tva
beskrivande delar som berdr linjar algebra och grafteori.

2.1 Forkunskapskrav

For vidare forstaelse forutsétts ldsaren ha en matematisk fardighet som motsvarar
tredje aret pa ett civilingenjorsprogram med tyngdpunkt i linjéar algebra, diskret ma-
tematisk och matematisk statistik. De vitala delarna for uppsatsen kommer nedan
att beskrivas, men ldsaren forutsiatts redan vara bekant med dessa. De beskrivande
delarnas syfte blir ddrmed repetition.

Séarskilt relevant for vidare lasning dr omradet linjar algebra som berér matriser,
vektorer och operationer av dessa. Lasaren férutsitts besitta kunskap i hur man
genomfor vektor- och matrismultiplikationer.

2.2 Linjar algebra

2.2.1 Egenvarden och egenvektorer

Definitionen av en egenvektor x ér en kolumnvektor som via multiplikation med en
matris A avbildas pa samma linje och genom origo som x. Se formel (2.1). [1]

Ax = \x (2.1)

A &r en godtycklig n X n matris och x ar en icke-noll-vektor i R"”. Ax motsvarar
en skalarmultiplikation av x dér A\ ar skalfaktorn och kallas for egenvérdet av A.
Egenvektorn x &r en egenvektor av A med avseende pa egenvérdet \. [1]

7
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X AX

Figur 2.1: Visualisering av egenvektor och multiplikation med A

En vektor har som ként bade en magnitud och en riktning. Karaktaristiskt for
egenvektorn ar att den genomgétt en linjar transformation dér riktningen pa vektorn
ar oforindrad. Aven magnituden kan vara oféridndrad, vilket hinder i de fall d&
egenvardet A ar lika med 1. Ett tvAdimensionellt exempel visualiseras i figur 2.1.

2.3 Grafteori

En graf inom den diskreta matematiken ar ett objekt bestdende av en méangd kanter
(eng. edges) och en méngd av noder (eng. nodes), &ven kallade horn (eng. vertices)
[2]. Grafer anvéinds i den har uppsatsen for att representera Internet diar en webbsida
representeras av en nod och dar en en hyperlink representeras av en riktad kant
dér riktningen symboliserar vilken sida som lankar till vilken.
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P11 P12 - DPin

P21 P22 - D2n
Pm,n = . . . .

Pm,1 Pm,2 " DPmn

Figur 2.2: Stokastisk matris

2.3.1 Markovkedjor

En markovkedja ar en stokastisk process med markovegenskaper som sker i diskret
tid. Med stokastisk process avses en slumpméssig vandring 6ver olika tillstand dér de
olika tillstdnden representeras av olika stokastiska variabler. En stokastisk variabel
kallas dven for slumpvariabel och ar diskret d& den kan anta upprékneligt manga
olika virden baserad pa dess sannolikhetsfunktion [3]. En stokastisk process ar med
andra ord en samling stokastiska variabler dar for varje tillstdnd ges sannolikheter
for nésta tillstand. Sannolikheterna beror helt pa respektive tillstdnds stokastiska
variabels sannolikhetsfordelning och darmed kan vissa tillstand vara mer sannolika
an andra. [5]

Att processen sker i diskret tid innebér att det finns upprikneliga (alt. odnd-
ligt upprikneliga) tidssteg [3]. Vad som menas med markovegenskapen ar att den
stokastiska processen endast dr beroende av nuvarande tillstand och &r darmed
minneslos. [3]

For att beteckna sannolikheterna vid dvergangar mellan olika tillstand i en mar-
kovkedja kan man anvéinda sig av en radstokastisk matris (kallas &ven for dvergangs-
matris, se figur 2.2). I figuren betecknar p; ; sannolikheten att man gar fran tillstand
7 till tillstand j i ett tidssteg. I en radstokastisk matris géller alltid att varje rad-
summa &r lika med 1 enligt formel (2.2), da man med 100 % sannolikhet befinner
sig i nagot tillstand i ndstkommande tidssteg. [5]

dopiy=1 (2.2)
j

Later man den stokastiska processen fortsétta mot odndligheten erhélls den statio-
néra fordelningen. Den stationéra fordelningen betecknar sannolikheterna for att
befinna sig i ett visst tillstand efter oéndlig tid oberoende av starttillstand. Den
stationéra fordelningen betecknas av radvektorn 7 = (my,..., 7). For att en rad-
vektor 7 skall vara den stationéra fordelningen maste formel (2.3) uppfyllas dar P
ar den stokastiska matrisen (6vergangsmatrisen). Vad som dven maste uppfyllas av
7 ar att alla element &r storre &n eller lika med 0 samt att summan av alla element
ar 1. [5]

TP = (2.3)

Formel (2.3) visar att 7 &r en egenvektor till P med egenvirde 1. Vad som karak-
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tariserar den stationéra fordelningen 7 ar att den inte foréndras av den stokastiska
matrisen, den paverkas med andra ord inte av att man gar ett steg till i den stokas-
tiska processen. Den stationéra fordelningen kan dven representeras av formel (2.4)
for alla tillstand ¢ d& den stationéra férdelningen ar oberoende av starttillstandet. ;
representerar da sannolikheten att efter odndligt manga steg befinna sig i tillstand

-

klggo (Pk)i,j T (24)

Den stationéra fordelningen 7 kallas &ven den dominanta egenvektorn fér P och &r
unik da grafen &r irreducibel (se 2.3.2).

2.3.2 Irreducibilitet

Inom grafteorin sdger man att en graf ar irreducibel d& man givet tva noder alltid
kan finna en vig mellan dessa. Detta skall gélla for alla par av noder i grafen for att
irreducibilitet skall rdda. Detta géller dven for markovkedjor d& det skall rdda en
sannolikhet storre dn noll (inte nédvéandigtvis i ett steg) att Gverga fran ett tillstand
till ett annat for alla par av tillstand. [5]



Kapitel 3

PageRank

Det 6kade behovet av att kunna rangordna information pa Internet utmynnade 1998
i att Lawrence Page och Sergei Brin m.fl. formulerade ett koncept som de kallade
for PageRank [11]. PageRank bygger pa att varje sida pa Internet far en rankning.
Denna rankning innefattar hur pass viktig sidan ar i form av lankar fran andra sidor
[8]. Senare delar av kapitlet beskriver mer ingédende om faktorer i en sidas betydelse
och hur de beréknas.

Som proof of concept av PageRank skapades sokmotorn Google som idag ar
den erként dverldgsna sokmotorn pa Internet [8]. Syftet med det hér kapitlet &r att
forklara konceptet PageRank och dess funktionalitet. Kapitlet ar uppdelat i fyra
delar dar den forsta delen beskriver hur konceptet PageRank representerar Internet.
Den andra delen handlar om implementationen av PageRank vilket exemplifieras
i den tredje delen. Sista delen behandlar olika metoder for att berdkna PageRank
och ligger till grund for senare experimentella del i uppsatsen.

3.1 Representation av Internet

PageRank utgar ifrén en modell dar Internet (forenklat i figur 3.1) representeras som
en graf (3.2a)—varje webbsida representeras av en nod i grafen och hyperléankar fran
en webbsida till en annan representeras av en riktad kant. Forekomster av dubletter
av hyperlankar pa en webbsida ignoreras (de dubbla hyperlankarna fran C till D i
figur 3.1 representeras endast som en kant i figur 3.2a).

Ingen hénsyn tas till webbsidans utformning (sprakligt innehall, layout, m.m.).
Saledes antas alla hyperldnkar pa en webbsida vara lika viktiga och besitta samma
sannolikhet for att bli foljd (jfr bli klickad pa) av en besokare. Detta representeras
i grafen genom att kantvikten fér varje kant fran en nod med n utgéende kanter
likafordelat sétts till 1/n (figur 3.2b).

11
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Figur 3.1: Visualisering av enkel hyperlankstruktur
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) Utan kantvikter (b) Med kantvikter
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Figur 3.2: Grafrepresentation av figur 3.1
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3.1.1 Markovmodell

Som en del i utvecklandet av PageRank formulerades en modell kring idén av en
"slumpmaéssig surfare” (eng. "random surfer”) [11]. Modellen utgar ifréan att en be-
sokare borjar pa slumpvist vald sida (med likaférdelad sannolikhet i den forenklade
modellen) och sedan successivt f6ljer en slumpvist vald hyperlank pa varje sida den
bestker. Sannolikheten att en bestkare foljer en viss hyperlénk pa en given webbsi-
da ges av motsvarande kantvikt i grafrepresentationen (d.v.s. likaférdelat 1/n, dar
n avser antalet unika utgdende hyperldnkar pa den givna webbsidan). Grundkravet
fér en markovmodell dr ddrmed uppfyllt—sannolikheten for att né ett givet nésta
tillstdnd x;41 &r endast beroende av det nuvarande tillstandet x; och oberoende av
de foregdende tillstanden x;_; déar j > 0.

A B C D E F G
A[{0 1/2 0 1/2 0 0 0
Bl12 0 0 1/2 0 0 0
cli2 o o0 1/2 0 0 0

A=D| 0 1/3 0 0 1/3 1/3 0 (3.1)

El 0 0 0 0 0 0 0
Flo o o o o o0 1
G\o o 0 0 0 1 0

Formel (3.1) &r en viktad grannmatris och representerar grafen i figur 3.2b. Da
radsumman for Ag ar 0 (ty inga utgdende hyperlankar) uppfyller den inte kra-
ven for en stokastisk dvergdngsmatris och kan inte utan modifieringar anvindas i
markovmodellen.

Tva problem uppstar med den foérenklade modellen ur ett beteendeperspektiv.
Det forsta problemet ar att det dr osannolikt att en verklig bestkare som nar en
sida utan utgaende hyperldnkar (webbsida F i figur 3.1) slutar att surfa. Denna
typ av webbsidor kallas "dinglande ldnkar” (eng. ”dangling links”) [11]. Istéllet
forutsétts besokaren i ett sadant fall skriva in en URL manuellt i adressfiltet och
ddrmed borja om fran bérjan pa slumpvist vald webbsida pa Internet. Ur detta
erhéller man 6vergangsmatrisen P i formel (3.2). For det andra &r det osannolikt
att en besOkare som nar en liten méngd sidor som endast har hyperlankar till
varandra (irreducibel delméngd) kommer att folja dessa hyperldankar i odndlighet
utan att bli uttrakad (webbsidorna F' och G i figur 3.1). Med en viss sannolikhet «
antas bestkaren fortsiatta folja hyperlénkarna och annars istéllet skriva in en URL
manuellt i adressfiltet och déarmed borja om fran bérjan, precis som for det forsta
fallet (se formel (3.8)).
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A B C¢C D E F G
Af0 1/2 0 1/2 0 0 0
Bl1/2 0o 0 12 0 0 0
cli2 o o0 12 0 0 0

P=D|o0 1/3 0 0 1/3 1/3 0 (3.2)

E| 17 17 17 17 17 17 17
Flo o o o o o0 1
¢G\o o o o0 0 1 0

Ur grafrepresentationen av Internet har nu hérletts en komplett och korrekt over-
gangsmatris for en markovmodell som kan anvéndas for berdkningarna utifran be-
teendet av en "slumpmaéssig surfare”.

3.1.2 Heuristik

PageRank avser att med endast Internets lankstruktur som grund avgora samtliga
webbsidors relativa informationsvdrde [8, 11].

Utgangspunkten &dr att genom att en webbsida hyperléankar till en annan webbsi-
da samtidigt avldgger en rost pa att denna ar viktig. Varje webbsida avldgger roster
med ett sammanlagt virde motsvarande sitt eget PageRank-virde som likaférdelas
pa de utgaende hyperldankarna (genom multiplikation med 1/n). Darmed ges en in-
gaende hyperlank fran en viktig webbsida (d.v.s. hogt PageRank-virde) hogre vikt
an fran en oviktig. Genom att en webbsida hyperlédnkar till fler webbsidor (hogre
n-virde) sker dock en utspadning av rostens vikt—fler ska dela pa samma kaka.

Det utrdknade PageRank-virdet ar ett matt pa en sidas viktighet pa Internet—
dven bendmnt relativt informationsvirde—och inte dess relevans, som det 1att kan
misstolkas som. Relevans ar subjektivt och beroende av en sckterm medan Page-
Rank ar ett forberaknat, soktermsoberoende matt.

3.2 Implementation av PageRank

Lat uw vara en webbsida pa Internet. Mangden webbsidor som u hyperlankar till
bendmns som F, (eng. "forward links from u”). Méangden webbsidor som istéllet
hyperlinkar till w bendmns som B, (eng. "backward links to «”).

Den forenklade definitionen av PageRank for given sida v kan da skrivas enligt
formel (3.3). Observera att denna forenklade definition inte ger ett normaliserat
viarde samt att den inte beaktar problemen—och l6sningarna som ges for dessa—
som behandlas i avsnitt 3.1.1.

Ruy= Y W (3.3)
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Som trivialt inses dr denna definition rekursiv ty R(v), mer eller mindre langsokt,
kommer att vara beroende av R(u). Detta leder fram till en mer tydlig rekursiv
definition;

R(Fl)(v)

RO (u) = > 7

, dart=1,2,3... och RO = godtyckligt positivt tal

(3.4)
Antag att det finns k& webbsidor och lat oss bendmna dessa w; (0 < j < k). Genom
att skapa en vektor r) = [R®)(wg), R® (wy), R (wy), ..., R (w_3), RO (wy_1)]
kan man med hjilp av 6vergangsmatrisen P (formel (3.2)) skriva om den rekursiva
definitionen i formel (3.4) som

r() = p(-Dp (3.5)

Den 6nskade PageRank-vektorn erhalles nir man later i — oo och r(® konvergerar
mot r (mer om konvergens i avsnitt 3.2.1).

r = lim r; (3.6)
71— 00
r=rP, rel =1, (e ar en radvektor med ettor) (3.7)

Formel (3.6) implicerar formel (3.7) (givet att (3.6) konvergerar), d.v.s. den sta-
tiondra fordelningen fér markovkedjan med &vergangsmatris P. Detta innebér att
problemet med att berdkna PageRank &r att hitta den dominanta egenvektorn till
P, d.v.s. 16sa det homogena linjira ekvationssystemet r(I — P) = 0 med re’ = 1.
I avsnitt 3.1.1 formulerades P som en korrekt évergdngsmatris ur den viktade
grannmatrisen A. Problemet med irreducibla delméngder kvarstar dock vilket leder
till avsaknad av unik 16sning fér den stationéra fordelningsvektorn r (l&s mer i
avsnitt 3.2.2). Genom att inféra sannolikheten « i formeln (berdrd i avsnitt 3.1.1)
kan man tvinga fram irreducibilitet i matrisen (mer i avsnitt 3.2.2). Vilket vérde
pd « som Google anviander ar hemligt men antas vara o = 0.85 [8]. Genom att
samtidigt inféra en perturbationsmatris' E kan man forma den s.k. Google-matrisen

G (formel (3.8)).

G=aoP+ (1-a)E, dir E=— och O<a<l (3.8)

Intuitivt inses att perturbationsmatrisen E skiljer sig ganska kraftigt fran verk-
ligt beteende—det &r mer sannolikt att en bestkare manuellt gér till exempelvis
http://www.kth.se/ &n till http://edu.bth.se/utbildning/. For att korrigera denna
felaktighet i modellen, inférde L. Page, S. Brin m.fl. nagot de kallar ”Personalized

!Perturbering innebér att man tar ett 16sbart problem som &r svért att 16sa och transformerar
det till ett problem som mdjligvis inte gar att 16sa men som &r enkelt att approximera
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PageRank” [11]. Lat oss utga fran var forenklade visualisering av Internet i figur
3.1 innehéllande sju webbsidor. Men den ursprungliga demokratiska infallsvinkeln
anses sannolikheten vara 1/7 att en bestkare manuellt gar till respektive webbsida.
Det ger initialvektorn v = [1/7,1/7,...,1/7]. Genom att istéllet definiera en egen
personaliserad initialvektor ¥ kan modellen bade goras mer realistisk och anpassas
efter behov (exempelvis favorisera eller bestraffa utvalda webbsidor).

v=[3/28 5/28 3/14 1/4 1/28 1/14 1/7] (3.9)
E=¢'v (3.10)

3/28 5/28 3/14 1/4 1/28 1/14 1/7
3/28 5/28 3/14 1/4 1/28 1/14 1/7
3/28 5/28 3/14 1/4 1/28 1/14 1/7
3/28 5/28 3/14 1/4 1/28 1/14 1/7 (3.11)
3/28 5/28 3/14 1/4 1/28 1/14 1/7
3/28 5/28 3/14 1/4 1/28 1/14 1/7
3/28 5/28 3/14 1/4 1/28 1/14 1/7

=
|

Genom att ersitta Ap (se formel (3.1)) med Vv istéllet f6r v erhalls en anpassad
overgangsmatris P.

0o 1/2 0 1/2 0 0 0
/2 0 0 1/2 0 0 0
1/2 0 0 1/2 0 0 0
P=| 0 1/3 0 0o 1/3 1/3 0 (3.12)
3/28 5/28 3/14 1/4 1/28 1/14 1/7
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0

Den slutgiltigt dynamiskt anpassade Google-matrisen G kan d& skrivas som

G=aP+(1-a)E (3.13)

3.2.1 Noggrannhet och konvergens

Genom att ldgga till perturbationsmatrisen E (i [11] kallad "rank source”) garan-
teras PageRank-vektorn r alltid konvergera (se formel (3.6)). Noggrannheten for
r(") ges av normen av dess residualvektor § = ||r(® — r(=1||;. Tillrickligt noggrann
konvergens mot r uppnas nér ¢ < e.

For att justera hur snabbt den konvergerar kan man variera hur stor vikt E
spelar in genom att dndra virdet pa a—Ilagre virde pa « ger snabbare konvergens.
Problemet med ett ldgre virde pa « dr att noggrannheten blir sémre, ty den manuellt
definierade vektorn v far ett storre inflytande.
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3.2.2 Patvingad irreducibilitet och unikhet

Det ar rimligt att anta att Internet bestar av flertalet irreducibla delméangder, dar
en liten méngd sidor endast hyperldnkar till varandra. Detta fenomen kallas "rank-
sanka” (eng. "rank sink”) [11] ty denna delméngd skulle ackumulera PageRank till
odndligheten utan att distribuera ut den till resten av Internet. En markovkedja
baserad pa en reducibel 6vergangsmatris (d.v.s en 6vergangsmatris med fler &n en
irreducibel delméngd) har den (i detta fall otrevliga) egenskapen att 16sningen in-
te ar unik (beror pa starttillstandet 7). Genom att inféra perturbationsmatrisen
("rankkéllan”) E blir grafen som matrisen G representerar komplett (kanter mellan
samtliga noder). Darmed blir den ocksa irreducibel och en unik 16sning pa ekvatio-
nen garanteras.

3.3 Exempel

Lat oss forst utgd ifran G = oP + (1 — «)E. D& erhalls G enligt formel (3.14)
som for presentationens skull avrundats till fem decimaler (berédkningarna sker med
femton decimaler).

0.02143 0.44643 0.02143 0.44643 0.02143 0.02143 0.02143
0.44643 0.02143 0.02143 0.44643 0.02143 0.02143 0.02143
0.44643 0.02143 0.02143 0.44643 0.02143 0.02143 0.02143
G = [ 0.02143 0.30476 0.02143 0.02143 0.30476 0.30476 0.02143 | (3.14)
0.14286 0.14286 0.14286 0.14286 0.14286 0.14286 0.14286
0.02143 0.02143 0.02143 0.02143 0.02143 0.02143 0.87143
0.02143 0.02143 0.02143 0.02143 0.02143 0.87143 0.02143

Lat r® = v = e/k = [1/7,1/7,1/7,1/7,1/7,1/7,1/7]. Potensmetoden (formel
(3.5), 14s mer i avsnitt 3.4.1) ger

rll) = [0.16020, 0.13997,0.03878, 0.22092, 0.07925, 0.20068, 0.16020]

r® = [0.10702,0.16173,0.03105,0.17510, 0.09365, 0.22982, 0.20163]
(3.15)

r(3%) = [0.08286, 0.09769, 0.02901, 0.11808, 0.06247, 0.31399, 0.29590]

Efter 35 iterationer erhélls konvergens med fem decimalers noggrannhet. Vardena ar
normaliserade (summeras till ett). Onskas istiillet att skalan ska vara 0.00-10.00, dér
sidan med hogst PageRank pa Internet har 10.00 erhélls den slutgiltiga PageRank-
vektorn enligt

LT
' max(rG9)) (3.16)

= [2.60,3.11,0.92, 3.76,1.99, 10.00, 9.42]
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A 260 > B 3.1 A 52| > B 678
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C 0.92 \ D B.76 4/ E 199 [ C 231 K» D 10.00 / E 3.89
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F 10.00 ‘/\ G 942 F o572 :/\ G 429

()| (— ()| (—

— 5
(a) r med @ = 0.85 och v (b) T med o =0.75 och ¥

Figur 3.3: Utraknade PageRank-virden

Sidorna A-FE erhéller PageRank-virden som intuitivt anses rimliga utifran figur
3.3a. Sida F' och G erhéller daremot orimligt hoga véarden. Detta beror pa att nar
den slumpmassiga surfaren hamnat i dess irreducibla delméngd fortsdtter att hoppa
mellan sidorna med sannolikheten o = 0.85 och med sannolikheten 0.15 hoppar till
slumpvist vald sida. D& exempelstrukturen ar sa liten, &r det 2/7 chans att man i
ett sadant fall hoppar direkt tillbaka till delméngden och ackumulerar PageRank.
Till detta kommer att man via sida D hoppar dit. Sammantaget &r sannolikheten
storre dn 0.93 att den slumpmaéssiga surfaren kommer att ackumulera PageRank i
F och G nér han/hon vil natt ranksénkan. I en verklig representation av webben
uppstar inte detta problem da andelen sma irreducibla delméngder antas valdigt
liten i foérhallande till hela storleken pé Internet.

Genom att 6ka sannolikheten att den slumpmaéssiga surfaren hoppar till slump-
massig sida, istallet for att folja linkarna, och samtidigt skapa en personaliserad
initialvektor dér F' och G straffas hart, kan ett mer 6nskat resultat uppnés. Lat
a = 0.75 och v = [0.14814,0.18517,0.18517,0.37034,0.11110, 0.00004, 0.00004]. Pa
samma sitt erhélls da istéllet

T = [5.26,6.78,2.31,10.00, 3.89, 5.72, 4.29] (3.17)

3.4 Berakningsalgoritmer

Detta avsnitt gar igenom tre algoritmer for berdkning av PageRank. Den forsta al-
goritmen, potensmetoden, dr rattfram medan de andra anses mycket mer komplexa
och kraver markant hogre forkunskaper for fullstandig forstaelse. Rekommenderat
ar att endast ldsa dessa Gvergripande for att forstd infallsvinkeln. Den nyfikne hén-
visas till kdllorna for vidare ldsning och djupare forstéelse.
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3.4.1 Potensmetoden

Potensmetoden (eng. "power method”) &r en approximation for att berédkna en
matris dominanta egenvektor. For att berdkna PageRank med potensmetoden ge-
nomfors iterativ multiplikation av PageRank-vektorn med den justerade évergangs-
matrisen G tills dess att PageRank-vektorn konvergerar, se ekvation (3.18). [8]

D =rOa
r® =G = r9G)G =r0G?
r® =r?G = r96HG =r0G3 (3.18)

For tillrackligt stora varden pa i (antalet iterationer) kommer PageRank-vektorn
att konvergera och ge en god approximation pa den justerade Gvergangsmatrisens
egenvektor som &ven ar den stationdra fordelningen fér markovkedjan.

3.4.2 Extrapolationsmetoden

Extrapolation ar ett alternativ pa optimerande modifikationer att utvidga konceptet
PageRank med for att erhalla snabbare konvergens. Den typ av extrapolation som
kommer behandlas hér ar kvadratisk extrapolation (eng. "quadratic extrapolation”).
Den kvadratiska extrapolationen bygger pa att approximation av den dominanta
egenvektorn (stationéra férdelningen) gors med hjalp av tidigare tre iterationer och
att man antar att vergdngsmatrisen har tre dominerande egenvektorer. Sjalvklart
har 6vergangsmatrisen fler &n tre egenvektorer, men antagandet gor att man kan fa
en bra approximation pa den dominanta egenvektorn for vidare berdkningar med
hjalp av potensmetoden.

Extrapolationen bygger pa att man antar att r*—3) kan skrivas som en linjér
kombination av 6vergangsmatrisens tre egenvektorer, enligt ekvation (3.19)

I‘(k_3) =uj +uz +us
r(k*l) — r(ka)G

(3.19)

Dar u; kommer vara approximationen av den dominanta egenvektorn och approxi-
mationen for r®) som kommer anvindas for vidare iterationer i potensmetoden.
Eftersom vi har antagit att 6vergangsmatrisen G har tre egenvektorer sa kommer
det karaktéristiska polynomet for G att bli enligt ekvation (3.20). Vad som &ven ar
ként ar att det forsta egenvirdet ar 1, ty G ar en markovmatris och att pg(1) =0,
vilket medfor ekvation (3.21). Vad som é&ven ar kant ar att G satisfierar sitt egna
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karaktéristiska polynom, pg(G) = 0, med hjilp av Cayley-Hamiltons sats sa géller
ekvation (3.22) for alla radvektorer z i R™.

Pa(A) =70+ 1A+ 722" +43A° (3.20)
pc(1)=0=r+7n+72+13=0 (3.21)

zpg(G) = Z['YDI +71G + 12G* + 73G3] =0 (5.22)
3.22
= I I+ 491G +7G? + 3G =0

Foljande definitioner infors:
y(b=2) = p(k=2) _ p(e-3)
y(k—l) — plb=1) _ p(k=3) (3.23)

Med hjélp ekvationerna (3.18), (3.21), (3.22) samt definitionerna i (3.23) kan ekva-
tionen (3.24) hérledas.

ryED) oy B 1 yau®) (3.24)

Eftersom den triviala 16sningen v; = 0 s& begrédnsas den ledande termen i det
karaktéristiska polynomet till v3 = 1. Ett 6verbestdmt ekvationssytem kommer da
erhallas som l6ses med minstakvadrat-metoden och ekvation (3.25). Plustecknet
betecknar pseudoinversen.

MY _ (k=2 =1\ T (k)
(72> (v y*&) y (3.25)

Alla koefficenter i (3.20) &r nu kénda och definitionerna i ekvation (3.26) infors.
Sedan kommer man fram till 16sningen med hjalp av Cayley-Hamiltons sats, se
ekvation (3.27).

Bo=m+ Y +13

Bi= ot (3.26)
B = V3
u; = Forf 2 4+ Birk L 4 Bor® (3.27)

Losningen pa u; kommer som sagt att anvéndas i nésta iteration av potensmetoden.
Den kvadratiska extrapolationen kommer genomféras periodiskt for att snabba upp
konvergensen. Kvadratisk extrapolation berors i artikeln [6] och for en mer ingaende
forklaring hanvisas ldsaren till originalartikeln samt den experimentella delen déar
berékningsalgoritmen implementeras.
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3.4.3 |IAD-metoden med Tarjans omsorteringsalgoritm

Tarjans omsorteringsalgoritm syftar till att utifran en reducibel kvadratisk matris
med starkt kopplade (irreducibla) delméngder hitta en permutation sa att den blir
blockvis 6vre triangulér (se ekvation (3.28)) [4, 13]. Intuitivt inses att en komplett
matris (exempelvis G) inte kan permuteras till denna form, ty avsaknad av noll-
element. Istéllet appliceras denna omsortering lampligen pa den riktade matrisen
A. Hur omsorteringen gar till beskrivs i [4].

_(To T
T = ( 0 T2> (3.28)
En alternativ metod for att 16sa ekvation (3.7) &r den s.k. ”iterativ aggregering-

disaggregering”-metoden (eng. "iterative aggregation-disaggregation method”), for-
kortat kallad TAD-metoden.

Ag ... 0
A=|o . (3.29)
0 0 A,

Antag en av A permuterad matris A (omsorterad med hjilp av Tarjans algoritm)
enligt (3.29). Varje delmatris A; (0 < i < m) representerar en starkt kopplad
(irreducibel) delméngd. Lat oss definiera en aggregeringsmatris X,,,xx och disaggre-
geringsmatris Y (1) x, enligt

1 jeA;
X; ;= 3.30
7 {0 £.6. (3:30)
7Tj J € Ai
Y () = OzseAi s g (3.31)
.0.

Notera att XY (r) = I. Utan vidare forklaring (djupare férklaring for den nyfikne
finnes i [12]) skapas

T=M'W (3.32)

I-A=M-W (3.33)

dar M—1 > 0 och M~'W > 0. Nu kan PageRank-vektorn berdknas med TAD-
metoden.
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IAD-algoritm
Steg 1 Bestdm en initialapproximation for r (lampligen r0) = v) och sétt ¢ = 0.

Steg 2 Beriikna den aggregerade matrisen XA Y (r(®)) f6r nagot positivt heltal s
och 16s ekvationen

XAY(rD)F =t (3.34)

Steg 3 Berdkna den nya approximationen for r med ett lampligt positivt heltal ¢

r(t) = Ty (¢ ) (3.35)

Steg 4 Upprepa algoritmen fran steg 2 med ¢ = ¢ 4+ 1 tills konvergens uppnas
(andringen tillrackligt liten).



Kapitel 4

Andra rankningsalgoritmer

Det hér kapitlet kommer behandla tva stycken andra algoritmer som anvinds for att
16sa problemet med hur man rangordnar sidor pa Internet. Den forsta algoritmen,
HITS, skiljer sig en del fran PageRank och kommer beskrivas mer i detalj senare.
Sist sa kommer algoritmen SALSA att kortfattat ndmnas d& den &r en kombina-
tion av idéer fran PageRank och HITS. Syftet med kapitlet &r framst for att ge
lasaren en inblick 6ver vad det finns for l6sningar utéver PageRank ur ett allmént
bildande perspektiv. Algoritmen som berérs kommer dven kortfattat att jamforas
med PageRank for att framhéva styrkor och svagheter hos respektive.

4.1 HITS

HITS! &r en algoritm fér att rangordna sidor pa Internet och definierar tva olika
begrepp for rangordningen: Nav (eng. hub) och auktoritet (eng. authority). Ett nav
ar en sida med endast utldnkar och en auktoritet ar en sida med inldnkar. En sida
pa Internet kommer att inneha bade en navpodng och en auktoritetspodng dar tesen
med HITS &r att sidor med god auktoritet pekas pa fran goda nav och goda nav
pekar pa goda auktoriteter. [§]

For att berdkna nav- samt auktoritetspodang 6ver en méangd sidor med hjalp av
HITS-algoritmen sa behévs en matris som representerar kopplingar mellan sidorna
i méngden, en sa kallad grannmatris. Lat L vara en grannmatris 6ver en méangd
med n sidor, se figur 4.1.

1 2 8 . n

1,0 1 1 . 0

211 0 1 . 1
L=3|1 00 1 (4.1)

n\l 0 O 0

"Hyper-induced Topic Search

23
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Dér kanterna representeras av ettor i matrisen enligt foljande definition [8]:

(4.2)

L. — 1 om det finns en lank fran i till j
“7 1 0  annars

Da grannmatrisen for den undersokta méngden av sidor finns tillgdnglig kan
man berdkna respektive sidas nav- samt auktoritetspodng. Navpoangen berdknas
genom att man summerar alla auktoritetspoanger hos sidorna som navet pekar pa.
Auktoritetspoéngen for en sida berdknas genom att man summerar alla navpoanger
hos de nav som pekar pa sidan. Auktoritetspodngen for samtliga sidor i méngden
representeras av en vektor x och navpoédngen for samtliga sidor i méngden repre-
senteras av en vektor y. Pa foljande satt berdknas sidornas rankning med avseende
pa auktoritetspodng och navpoang: [8]

xF) = Tyk=1) (4.3)

y*) = Lx*) (4.4)

Ser man till ekvation (4.3) transponeras vektorn eftersom det &r inlinkarnas nav-
poéng som &r intressant, med andra ord sa kommer i:te virdet i vektorn x besta av
summan av produkterna mellan i:te kolumnen i L och vektorn med alla navpoéng,
se ekvation (4.5).

xi=Ly;-y1+Loi-y2+ ...+ Ln;i-yn (4.5)

I ekvation (4.4) sa berdknas navpodngen och dar transponeras inte grannmatrisen
eftersom man &r intresserad av utlinkarna i grannmatrisen. Det i:te virdet i vektorn
y kommer da bestd av summan av produkterna i i:te raden i L och vektorn med
alla auktoritetspodang, se ekvation (4.6).

yi = L,‘71 - X1+ Li,g - X9+ ...+ Li,n cXp (4.6)

Enligt (4.3) och (4.4) sa ar HITS-algoritmen en iterativ process och de slutliga rank-
ningarna fas da vektorerna konvergerat. Om man genomfor en enkel substitution
mellan (4.3) och (4.4) sd kan man berdkna auktoritets- respektive navpoédng med
hjalp av egenvektorer, enligt ekvation (4.7) och (4.8). [§]

x®) = pTLx®-1) (4.7)

y®) = LLTy(=1) (4.8)

Dessa ekvationer 16ses genom att man berdknar de dominanta egenvektorerna med
hjilp av potensmetoden for LTL (auktoritetsmatrisen) och LLY (navmatrisen). [8]

Till skillnad fran PageRank sa har man inga forberdknade virden med HITS-
algoritmen utan den berdknas beroende pa vilka sidor som innehéaller den givna
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sOktermen och dess grannar. Dessa sidor kommer att befolka L-matrisen. Berdk-
ningen kommer ddrmed endast goras med avseende pa sidor som éar relaterade till
sOktermen och inte innefatta hela Internet, vilket underlattar berdkningsprocessen.

En av nackdelarna med HITS gentemot PageRank ar dock att for varje sokanrop
s kommer en grannmatris behova framstéllas med avseende pa given sokterm innan
berdkningar kan goras. Vad som &ven &r negativt med HITS &r att en anvindare
kan paverka bade sin nav- och auktoritetspoéng genom att ha mycket utlankar pa
sin sida eftersom nav- och auktoritetspodng &r beroende av varandra. En annan
nackdel ar att sidor som inte alls relaterar till given sokterm kan tas i beakt om den
sidan dr anknuten till en sida som innehaller given stkterm.

4.2 SALSA

SALSA? innefattar idéer fran bada HITS och PageRank. Det som &r gemensamt
med HITS och SALSA &r att man anvinder sig av konceptet med nav och auk-
toriteter. SALSA anvénder dock markovkedjor for att sedan berdkna rankningen
liksom PageRank. Att SALSA anvénder tva starka egenskaper fran bade HITS och
PageRank gor den intressant i omradet rankningsalgoritmer. [§]

En fordel med SALSA &r att man arver mojligheten att rangordna bade nav
och auktoriter fran HITS och genom att man anvénder sig av markovkedjor liksom
PageRank sa minskas beroendet mellan nav- och auktoritetspoéng. En klar nackdel
med SALSA &r att dven den &r beroende av soktermen liksom HITS. [§]

2Stochastic Approach for Link Structure Analysis
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Kapitel 5

Metod

Den experimentella delen innefattar implementation och prestandamétningar av
PageRank-konceptet. Implementationen utférs i MATLAB [9].

Dataméngden som representerar Internet &r en kopia av hur Stanfords webb-
plats (Stanford.edu) sag ut 2002 [14]. Sidstrukturen pa webbplatsen aterges av en
grafrepresentation som innehaller 281903 noder (sidor) och 2312497 kanter (ldnkar).
Pa grund av prestandaskél anvinds endast 1/50 av noderna vilket medfor att dven
kanter bortfaller i samma utstrackning. Vid selektionen av denna 1/50-del antas
grafens noder inte ha nagon sortering utan vara slumpmaéssigt ordnade. Med héan-
syn till det antagandet har grafens férsta block innehéllande de 1/50 forsta noderna
valts ut som dataméngd att utfora berdkningarna pa.

Prestandamétningarna avser bade antalet iterationer och tiden det tar for be-
rakningarna att konvergera. Tiden ar en sérskilt relevant storhet i sammanhanget da
olika berdkningsmetoder ska jamforas och att dessa utfor olika manga berdkningar
i varje iteration—en minskning i antal iterationer kan fortfarande vara tidsmés-
sigt samre. Tidsperspektivet dr ndgot som tidigare forskning inte belyst da man—
medvetet eller omedvetet—efterstravar att glorifiera sin egen metod genom att visa
hur pass manga férre iterationer som gors. Konvergenskravet for berikningarna ar
nir 1-normen av residualvektorn understiger ¢ = 1076,

Nedan specifieras den hardvara som anvandes vid testerna.

Processor: | Intel Core 2 Duo T7500
Processorns klockfrekvens: | 2.2 GHz

Antal kdrnor: | 2

L2 Cache: | 4 MB
Busshastighet: | 800 MHz

GFLOPS: | 17.6

Minne: | 2 GB DDR2 SDRAM
GPU Chipset: | GeForce 8600M GT
VRAM: | 128 MB
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Kapitel 6

Genomforande

Tidigare teori implementeras med hjéalp av existerande implementationer och till-
ganglig pseudokod. MATLAB-koden presenteras i sin helhet tillsammans med ade-
kvat dokumentation. Resultaten presenteras som grafer (se figur 6.1-6.5) dér resi-
dualvardets storlek i forhallande till antal iterationer och férlupen tid presenteras.
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6.1 Forberedelser

6.1.1 MATLAB-kod

1 % @file: GetMatrix.m

2 % @authors: David Tornquist, Fredrik Cedervall

3 %

4 $ Load the matrix defined in file (of the tab separated sparse
5 $ matrix format "NI1 N2") and extract 1/subset that is transformed
6 % into the directed adjency matrix A (1 = edge, 0 = no edge)
7 function [A] = GetMatrix(file, num_nodes, num_edges, subset)
8 % Load the matrix from file

9 M = dlmread(file, ’"\t’);

10

11 subset_ratio = num_nodes/subset;

12

13 % Allocate memory for the adjency matrix

14 A = zeros (floor (subset_ratio), floor (subset_ratio));

15

16 % Add all edges to the adjacent matrix

17 for i=1 : i_num_edges

18 if M(i,1) < (subset_ratio) && M(i,2) < (subset_ratio)
19 A(M(i, 1), M(i,2)) = 1;

20 end

21 end

22 end

1 % @file: FindZeroRows.m

2 % @authors: David Tornquist, Fredrik Cedervall

3 %

4 $ Find zero rows in the matrix M. The results will be

5 % indicated in the vector z with a 1 or 0 for zero-rows

6 % and non-zero-rows, respectively.

7 function [z] = FindZeroRows (M)

8 % Sum each row in M

9 z = sum(M, 2);

10 % Make the zero rows = 1 and non-zero rows = 0

11 z = sign(-z)+1;

12 end
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@file: Initialize.m
@authors: David Tornquist, Fredrik Cedervall

To prevent the time-wasting work of loading the matrix
every time something is changed or tested, this initialization
procedure is extracted to this file.

o° o° o° o° od° o°

clear, clc
format long

© 00 N O Gk W N =

=
(=)

)

% Graph to use

graph = ’"web-Stanford-revised.txt’;
num_nodes = 281903;

num_edges = 2312497;

e e
D U W N

% Only use 1/subset of the graph
subset = 50;

==
o

Get the matrix
= GetMatrix (graph, num_nodes, num_edges, subset);

N NN =
N 2 O ©
o° > oo

Size of the adjency matrix
= size (A, 2);

NN
A~ W
P

Row vector of ones
= ones (1, k);

NN N
o I o w
oe D o°

Initial vector ("teleportation vector")
=e / k;

wW N
oS ©
<

Pertubation matrix
= e’ x v;

W W W W
NG
o° 1 oe

Vector which indicates zero rows (1 if zero row, 0 otherwise)
z = FindZeroRows (A) ;

W W w
~N O O
o°

Fill zero rows with teleportation vector
= A + diag(z) * E;

w W
©
e}

Normalization matrix
= repmat (sum(P, 2), 1, floor (num_nodes/subset));

oo
SR
Z oo

Normalize P row wise so that each row sum is 1
=P ./ N;

P R
o ot W
oe O o

Generate the Google matrix from the transition matrix
= 0.85;
=a *« P + (1 - a) * E;

PN
o 3
@ W
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6.2 Potensmetoden

Potensmetoden #ar implementerad utifran pseudokoden fran [6] och Molers kapitel
om PageRank [10].

6.2.1 MATLAB-kod

o° o o o

© 0 N O O W N

B W W W W W W W W WWNNDNDNDNDNDNDNDNDNRE = =
O © 0 N O Ok WD O © 00O O RWN R O O 00NN O0 O W N = O

41 end

@file: PowerMethod.m
@authors: David Tornquist, Fredrik Cedervall

Calculate PageRank with the power method
function [r, numiter, time] = PowerMethod(r_0, G, epsilon)

% Start clock
tic;
% Initial PageRank-vector
r 1 =r_0;
% Initial diff value (make sure greater than epsilon)
delta = epsilon + 1;
% Iterations
i=0;
% Loop until residual is small enough
while (delta > epsilon)
% Calculate next PageRank-vector
r 1l =1r_0 * G;
% Calculate the residual value as the l-norm
delta = norm(r_1 - r_0, 1);
% Set the new PageRank vector for next iteration
r 0 =r_1;
% Increment iteration variable
i=1i+ 1;
end

% Normalize rows (sum 1)
r=1r_1/ sam(r_1);

% Number of iterations performed
numiter = i;

% Stop clock
time = toc;
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6.2.2 Resultat

=] 0
\HHEH L LU I L L L L O LI LR R B A I LA © HH\:H L LLLLLAR LU LU B L LR B N LA R ™
3 g
3 g
o o
o a
= P
f 1 J
P ¢
f 3
! s
| |
J {
o) - o @
| o
¢ ¢
$ P
— e @
f §
!
P f
P ? -
g { :
S : <
B ? {82 s §
5 °
b b
j i b
: i
f $
/
— 525 -8
@ - i
/
§ /
¢ f/@
/ :
P
L f —12
¢ B f -3
/
f f
¢ ¢
f §
S PPV P PP PP o o _ _ g
e e e e b 2 2 2 2 e =@
apieAenpisay

apJeAlenpisay

Figur 6.1: Potensmetoden. Konvergens efter 51 iterationer (2.98 sekunder) ger 505

unika PageRank-vérden.
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6.3 Extrapolationsmetoden

Potensmetoden med kvadratisk extrapolation har implementerats med hjéilp av
pseudokoden fran [6] och en liknande implementation i MATLAB av Amy N. Lang-
ville [7].

6.3.1 MATLAB-kod

1 % @file: QuadraticExtraPolation.m

2 % @authors: David Tornquist, Fredrik Cedervall

3 %

4 % Quadratic extrapolation based on three previous values (rO, rl, r2)
5 % an estimate of the current value (r3).

6 function [r] = QuadraticExtraPolation (r_0, r_1, r_2, r_3)
7

8 % Define y

9 y_0 =r_1 - r_0;

10 y_1 =r 2 - r_0;

11 y_2 =r 3 - r_0;

12

13 % Problem to solve with Gram-Schmidt

14 Y = [y 0" y_1"];

15

16 % Gram-Schmidt process ortho-normalizing a set of vectors
17 [m, n] = size(Y);

18 Q = zeros (m,n);

19 R = zeros(n);

20

21 for j=1:n

22 R(J,J) = norm(Y(:,3));

23 Q(:,3) = Y(:,3)/R(3,3);

24 R(j,Jj+1l:n) = Q(:,J) " *¥(:,J+1l:n);

25 Y(:,3+1l:n) = Y(:,Jj+l:n) - Q(:,3)*R(j,J+1l:n);

26 end

27

28 Oy 2=20" vy 2';

29

30 % Trivial solution is not interesting...

31 gamma_3 = 1;

32 % Calculate the other gamma values from Gram-Schmidt values
33 gamma_2 = - Q_y_2(2) / R(2,2);

34 gamma_1l = ( - Q_y_2(1) - gamma_2 * R(1,2)) / R(1,1);
35

36 beta_0 = gamma_1l + gamma_2 + gamma_3;

37 beta_l = gamma_2 + gamma_3;

38 beta_2 = gamma_3;

39

40 % Based on the assumption that r is an linear combination of the
41 % three eigenvectors.

42 r = beta_0xr_1 + beta_l * r_2 + beta_2 * r_3;

43

44 end
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1 % @file: QuadraticPowerMethod.m

2 % Qauthors: David Tornquist, Fredrik Cedervall

3 %

4 $ Calculate PageRank with the power method utilizing

5 % quadratic extrapolation.

6 function [r, numiter, time] = QuadraticPowerMethod(r_0, G, epsilon,
extrapolation_frequence)

7

8 % Start clock

9 tic;

10

11 % Initial PageRank-vectors

12 r 1l =r1r_0 % G;

13 r 2 =r1r_1 x G;

14

15 % Initial diff value (make sure greater than epsilon)

16 delta = epsilon + 1;

17

18 % Iterations (two vectors already calculated above)

19 i=2;

20

21 % Loop until residual is small enough

22 while (delta > epsilon)

23

24 % Calculate next PageRank vector

25 r 3 =r1r_2 *x G;

26

27 % Calculate the residual value as the l-norm

28 delta = norm(r_3 - r_2, 1);

29

30 % Execute quadratic extrapolation in a specified frequence

31 if (mod(k, extrapolation_frequence) == 0)

32 r_3 = QuadraticExtraPolation(r_0, r_ 1, r_2, r_3);

33 end

34

35 % Set PageRank vectors for next iteration

36 r 0= r1r_1;

37 r.1l=1r_2;

38 r 2 = r_3;

39

40 % Increment iteration variable

41 i=1i+1;

42 end

43

44 % Normalize rows (sum 1)

45 r=1r_3/ sum(r_3);

46

47 % Number of iterations performed

48 numiter = 1i;

49

50 % Stop clock

51 time = toc;

52 end
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6.3.2 Resultat
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Figur 6.2: Potensmetoden med extrapolation var fjarde iteration. Konvergens efter
17 iterationer (1.04 sekunder) ger 487 unika PageRank-virden.
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Figur 6.3: Potensmetoden med extrapolation var tionde iteration. Konvergens efter
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16 iterationer (0.94 sekunder) ger 409 unika PageRank-virden.
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Figur 6.4: Potensmetoden med extrapolation var fjdrde iteration jamfort med po-
tensmetoden
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6.4 IAD-metoden med forsortering med Tarjans algoritm

Pultarova beskriver i [12] hur PageRank kan berdknas med hjélp av IAD-metoden
tillsammans med Tarjans algoritm. TAD-metoden &r i sig sjéalv réttfram och Iat-
timplementerad. Forberedelserna med Tarjans algoritm, omsortering och skapan-
det av matriserna X, Y och T (se avsnitt 3.4.3) ar det ddremot inte, &ven om den
tillgdngliga beskrivningen till synes ar enkel.

I MATLAB finns funktionen graphconncomp som implementerar Tarjans al-
goritm for att finna samtliga starkt kopplade komponenter i en graf. Daremot ges
ingen information om hur dessa ska placeras inbordes for att en sd diagonaliserad
permutation som mdjligt ska uppnas. Ingen heuristisk 16sning funnen for att 16sa
detta. Forsoken resulterar i att den omsorterade matrisen inte far den 6nskade form
som Pultarova beskriver i [12] utan istéllet en till synes godtycklig form.

Den beskrivna algoritmen for att berdikna PageRank med TAD-metoden inne-
haller klara praktiska brister. Da omsortering med hjélp av Tarjans algoritm endast
har nagon adekvat effekt pa glesa matriser kan pertubationsmatrisen E inte inforas,
ty den ar en komplett matris. Detta medfér att den personaliserade initialvektorn ¥
inte kan inféras i modellen. I avsnitt 3.3 visades vikten och styrkan med att kunna
applicera denna vektor i modellen. Google dr beroende av detta for att kunna mo-
derera webben; lanksamlingar som uppréattats for att slussa hogre PageRank-vérde
till utvalda sidor kan bestraffas och sidor som ligger i Googles intresse bel6nas
(Google.com innehar séklart PageRank 10.0).

IAD-metodens bristande anvandbarhet, tillsammans med dess ofullstandiga be-
skrivning vilket gér implementationen krivande utanfér ramarna fér denna uppsats,
implementeras inte denna. Istéllet anvinder vi Pultarovas resultat [12] i diskussio-
nen kring resultaten.
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Kapitel 7

Diskussion

Den hir uppsatsen &mnade undersoka tre olika berdkningsmetoder av PageRank:
Potensmetoden, potensmetoden med kvadratisk extrapolation samt IAD-metoden
med Tarjans omsorteringsalgoritm. De tva sistndmnda avser att vara prestanda-
maéssiga forbéattringar jamfort med potensmetoden.

Vad som ér sérskilt relevant da olika berdkningsmetoder jamférs med varandra
ar den tidsmassiga aspekten. Tidigare forskning som refereras till i uppsatsen fo-
kuserar istéllet pa antalet iterationer, vilket kan vara valdigt missvisande ty varje
iterations tidsméssiga kostnad inte framkommer. Att lyfta fram det praktiska per-
spektivet, och darmed tidsperspektivet, ar av stor vikt i var uppsats. Att tidigare
rapporter utelamnar denna aspekt kan bero pa att forfattarna avser glorifiera sina
egna resultat.

Ur ett prestandaméssigt perspektiv erholls dock ungefir en 60-70%-ig forbatt-
ring, savil iterations- som tidsméssigt, genom att anvinda sig av kvadratisk extra-
polation tillsammans med potensmetoden jamfort med enbart potensmetoden. Re-
sultatet varierade beroende pé val av frekvens av extrapolationen. Som kompromiss
till prestandaforbattringen far det antas att extrapolationen leder till nagot férsam-
rad noggrannhet i de berdknade svaren—berédkningar med uppskattade varden bor
rimligen hélla sémre noggrannhet &n motsvarande virden som endast mattas av ge-
nom berékningsnoggrannhet och cancellation. Antalet unika virden i den berdknade
PageRank-vektorn ses som ett matt pa resultatets noggrannhet. Detta motiveras
med antagandet att det ar orimligt att flera sidor har exakt samma PageRank-virde
ty det skulle krava att lankstrukturen pa Internet &r nagorlunda symmetrisk med
isomorfa delmangder. Vid anvandandet av extrapolation erhalls < 20% minskning
av antalet unika virden i PageRank-vektorn.

TAD-metoden med Tarjans omsorteringsalgoritm implementerades inte i var un-
dersokning pa grund av de praktiska brister den har kombinerat med komplexiteten
av att implementera den, som tidigare diskuterat. De praktiska bristerna medfor
att JAD-metoden med Tarjans omsorteringsalgoritm har ett hogre teoretiskt varde
an ett praktiskt nyttovarde.

Enligt Pultarovd gar IAD-metoden med Tarjans omsorteringsalgoritm itera-

45



46 KAPITEL 7. DISKUSSION

tionsméssigt snabbare &n potensmetoden—ungefar 60-70% [12]. Vad som dock inte
framgar ar det tidsméssiga perspektivet pa dels TAD-metodens iterationer samt
tiden for Tarjans omsorteringsalgoritm. Antalet komplexa matrisoperationer indi-
kerar dock att forberedelserna och iterationerna &ar relativt dyra. I sitt praktiska
sammanhang har darfor potensmetoden med kvadratisk extrapolation storre signi-
fikans, med séval praktiskt nyttovirde som konkurrenskraftig prestandaforbéttring.
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