Algoritmer (datastrukturer) och komplexitet, varen 2010
Uppgifter till 6vning 4

Dekomposition och ladpackning
Max och min med dekomposition I vektorn v[l..n] ligger n tal. Konstruera en dekomposi-

tionsalgoritm som tar reda pa det storsta och det minsta talet i v. Algoritmen ska anvinda
hogst [3n/2]—2 jamforelser mellan v-element. Antalet tal i v behover inte vara en tvapotens.

Snabb ladpackning Lddpackningsproblemet (the bin packing problem pa engelska) ar foljande
problem. Du far n stycken metallprylar som var och en viger mellan 0 och 1 kg. Du far ocksa
ett antal stora men skora lador. Malet &r att hitta det minsta antal lador som behdvs for att
férvara alla n metallprylarna utan att nagon lada innehéller mer &n 1 kg.

Detta ar ett kint problem som &r svart att 16sa exakt (det dr ett si kallat NP-fullstindigt
problem). Dérfor ska vi nu ndja oss med att hitta en 16sning som inte &r optimal med hjilp
av foljande enkla algoritm:

Anta att bade metallobjekten och ladorna &r numrerade fran 1 till n. Ta en metallpryl i
taget (i tur och ordning) och stoppa den i den forsta lada som rymmer den (dvs den lada
med ldgst nummer som inte blir for tung om man stoppar i prylen).

Din uppgift ar att beskriva hur denna algoritm kan implementeras sa att den gar i tid
O(nlogn) (i virsta fallet och med enhetskostnad). For att uppnd detta kommer du att
behdva konstruera en heapliknande datastruktur i vilken du snabbt kan séka upp den foérsta
lada som rymmer den aktuella prylen.

Matrismultiplikation Strassens algoritm multiplicerar tva n x n-matriser i tid O(n?8%) genom

dekomposition i 2 x 2-blockmatriser. Anledningen till att Strassens algoritm gar snabbare
dn O(n3) &r att den gor sju multiplikationer istéillet for atta for att bilda produktmatrisen.

En annan idé &r att gora dekomposition i 3 x 3-blockmatriser istédllet. Viggo forsokte for
ett par ar sedan hitta det minimala antalet multiplikationer som krévs fér att multiplicera
tva 3 x 3-matriser. Han lyckades ndstan komma fram till 22 multiplikationer. Om han hade
lyckats, vilken tidskomplexitet hade det gett fér multiplikation av tva n X n-matriser?

Komplex multiplikation Om man multiplicerar tva komplexa tal a 4+ bi och ¢ + di pa det
vanliga séttet kravs fyra multiplikationer och tva additioner av reella tal. Eftersom multi-
plikationer &r dyrare #n additioner (och subtraktioner) lonar det sig att minimera antalet
multiplikationer om man ska rékna med stora tal. Hitta pa en algoritm som bara anvinder
tre multiplikationer (men fler additioner) for att multiplicera tva komplexa tal.

Majoritet med dekomposition Indata ar i denna uppgift en array A med n element. Konstrue-
ra och analysera en algoritm som tar reda pa om nagot element i arrayen A &r i majoritet, det
vill sdga forekommer mer &n n/2 ganger, och i sa fall returnerar det. Algoritmen ska vara
en dekompositionsalgoritm och ha tidskomplexiteten O(nlogn). Enda tillatna jimforelse-
operationen pa element i A &r =. Det finns alltsé ingen ordningsrelation mellan elementen.
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Losningar

Losning till Max och min med dekomposition
Nér man bara har tva tal racker det med en enda jamforelse for att bade hitta det storsta och det
minsta talet.

MinMax(v,i,j)=

if i=j then return (v[i],v[il)

else if i+1=j then
if v[il<v[j] then return (v[i]l,v[jl)
else return (v[j]l,v[i])

else
m:=Floor((j-i)/2)
if 0dd(m) then m:=m+1;
(min1,max1) :=MinMax(v,i,i+m-1);
(min2,max2) :=MinMax (v,i+m, j) ;
min:=(if minl<min2 then minl else min2);
max:=(if max1>max2 then maxl else max2);
return (min,max);

Ber#dkningstriadet kommer att fa [n/2] 16v och [n/2] — 1 inre noder. Om n &r jaimnt &r alla
n/2 16v tvaelementsfoljder och gor darfor en jamforelse. Om n ar udda ar ett 16v (det hograste) ett
enstaka element som inte kriaver nagon jamforelse. I loven gors alltsd |n/2] jamforelser. I varje inre
nod gors tva jamforelser, alltsd sammanlagt 2 [n/2] — 2 stycken. Totalt far vi [n/2]+2[n/2] -2 =
[3n/2] — 2 stycken jamforelser.

Det gar faktiskt att visa att problemet inte kan 16sas med férre jamforelser. |

Losning till Snabb ladpackning

Eftersom n prylar ska stoppas ner i ladorna i tid O(nlogn) sa soker vi en metod som letar reda
pa i vilken lada en pryl ska stoppas ner i tid O(logn). Eftersom antalet lador kan vara upp till
n sa maste sokalgoritmen i varje steg forkasta ungefar halften av ladorna. I sa fall har man efter
log n steg forkastat alla lador utom en, och da vet man i vilken lada prylen ska ligga.

Det finns bara tva kriterier efter vilka man kan forkasta lador:

1. om en lada inte rymmer prylen,

2. om en lada har hégre ordningsnummer dn den forsta lada som rymmer prylen.

For att kunna forkasta héalften av ladorna med en s6kning sa maste vi halla reda pa hur tung
den tyngsta prylen far vara som kan stoppas ner i den foérsta hélften av ladorna respektive i den
andra hélften av ladorna. Detta méste vi halla reda pé rekursivt for varje halft.

Datastrukturen blir alltsa ett fullstédndigt bindrt trad i logn nivaer, dar tradets 16v utgors av
ladorna. I varje 16v lagrar vi hur mycket motsvarande lada rymmer (inledningsvis 1). I varje inre
nod i tradet lagrar vi det storsta av sonernas viarden. Datastrukturen ser nu ut som en heap med
det storsta virdet overst. Exempel med atta lador som &ar fyllda med 0.6, 0.8, 0.9, 0.8, 0.6, 1, 0
och 0 kg:

Algoritmen som stoppar ner en pryl med vikt x i den foérsta lada som rymmer den blir nu:
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void FindBin(double x, int i)

{ if (i >= n) /* Ar detta ett 16v (dvs en 1&da)? */
H[i] = H[i] - x;
else {
if (H[2%i] >= x) /* Rymmer vénstra sonen x? */
FindBin(x, 2*i); /* Ja, fortsdtt i vanster deltrad. */
else
FindBin(x, 2*i+1); /* Nej, forts&dtt i hdger deltrdd. */
H[i] = max(H[2*i],H[2#i+1]); /* Uppdatera aktuell nod. */
}
}
Man anropar proceduren med FindBin(x,1). O

Losning till Matrismultiplikation
Rekursionsekvationen blir T'(n) = 22 - T(n/3) + O(n?). Mistarsatsen ger 15sningen T'(n) =
O(nlog3 22) — 0(712'814). 0

Losning till Komplex multiplikation
Egen 6vning. O

Losning till Majoritet med dekomposition

Om det finns ett majoritetselement maste det vara i majoritet i &tminstone ena halvan av arrayen.
Rekursiv tanke: Kolla majoritet rekursivt i vinstra och hégra halvan och rikna sedan hur méanga
ganger halvarraysmajoritetselementen forekommer i hela arrayen. Om nagot element ar i total
majoritet returneras det.

Majority(A[l..n]) =

if n =1 then return A[l]

m— [(n+1)/2]

v «— Majority(A[1l..m — 1])

h «— Majority(A[m..n])

if v = h then return v

on «— 0;hn «— 0

fori«< 1 tondo
if Afi] =v then vn «—vn+1
else if A[i]| = h then hn — hn+1

if vn > m then return v

if hn > m then return h

else return NULL

Tidskomplexitet: Tva rekursiva anrop med halva arrayen foljt av efterarbetet O(n) ger med més-
tarsatsens hjélp tidskomplexiteten O(nlogn). O
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