Algoritmer (datastrukturer) och komplexitet, varen 2010
Uppgifter till 6vning 6

Algoritmkonstruktion

Inuti eller utanfér? Lat P vara en konvex n-hornig polygon beskriven som en array av hornen
P1,P2, ... pn 1 cyklisk ordning. Konstruera en algoritm som talar om ifall en given punkt ¢
ar inuti P. Algoritmen ska ga i tid O(logn) i vérsta fallet.

Mobil Konstruera en algoritm som balanserar en mobill Mobilen beskrivs som ett bindrtrad.
Léven motsvarar kulor som hénger underst i mobilen. Inre noder motsvarar tunna raka
pinnar i vars &ndar ar fastknutet tradar som sénerna hénger i. Indata ar ett binédrtrad med
vikter i noderna. Vikten i varje 16v a&r motsvarande kulas massa. Vikten i varje inre nod ar
motsvarande pinnes lingd i cm. Resultatet av algoritmen ska vara samma bindrtrad men
dér det i varje inre nod ocksa star hur manga centimeter fran vinstra &ndpunkten traden
som féster pinnen i ovanforliggande pinne ska sitta fér att mobilen ska bli balanserad.

Sortering av sma heltal Konstruera en algoritm som sorterar n heltal som alla ligger i inter-
vallet [1..n%] i tid O(n) med enhetskostnad.
Tips: tdnk pa raknesortering och radixsortering.

Hitta det saknade talet Pa en datafil ligger 999999 999 tal, ndmligen alla heltal mellan 1 och
1000000 000 utom ett. Vilket tal dr det som saknas? Konstruera en algoritm som l6ser detta

problem i konstant minne och linjér tid i en berdkningsmodell som har 32-bitsaritmetik (dvs
kan rikna med tal av storlek mindre #n 23! = 2147483648).

Tvadimensionell Fouriertransform Anta att du har tillgadng till en FFT-implementation fér
det endimensionella fallet, men att du behover transformera tvadimensionella data, till ex-
empel transformera en bild given som en matris (ai;); je{o,..,n—1} till ett tvadimensionellt
frekvensspektrum. Hur bor du utnyttja FFT for detta? Vad blir tiden?

Binidrtrdd med speglad struktur Tva binidra trid sigs ha speglad struktur om det ena &r en
spegelbild av det andra, det vill séiga att om man byter vinster och hoger 6verallt i det ena
trédet sa blir triaden strukturekvivalenta. Konstruera och analysera tidskomplexiteten fér en
effektiv dekompositionsalgoritm som avgor ifall tva bindrtrad har speglad struktur.

Partyproblemet Indata ar en lista med n personer, ett heltal £ och en lista med vilka personer
som kénner varandra. Du vill bjuda s& manga av personerna som mdjligt pa ditt party,
men for att alla ska trivas vill du att varje inbjuden gést ska kinna minst k av dom &vriga
gasterna. Konstruera och analysera en algoritm som loser detta problem i linjar tid i indatas
storlek.
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Losningar

Losning till Inuti eller utanfor?

Om polygonen inte hade varit konvex hade vi rdknat antalet skdrningar polygonen har med en
linje fran ¢ till en punkt utanfor P, vilket tar tid O(n), men det har vi inte tid med héar. Istéllet
kommer vi att anvéinda en intervallhalveringsliknande s6kning for att utesluta hélften av (den
aterstadende) polygonen i taget dnda tills bara en triangel aterstar. Darefter kan vi 14tt (med ett
konstant antal jamforelser) avgora ifall ¢ ligger i P. Se figur 1.
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Figur 1: En konvex polygon och linjerna som algoritmen anvénder for att halvera den.

InsideConvex(P, q,l,u) =
ifu=1+1 then /* en triangel */
valj en punkt ¢’ utanfor triangeln p1—p;—p.
if linjen g—¢’ skir exakt en av kanterna i triangeln then
return inuti
else
return utanfor
else
mid — [ 52
if ¢ 4r pa samma sida om linjen p1—ppiq SOM Pprig+1 then
return InsideConvex(P, q,mid, u)
else
return InsideConvex(P,q,l,mid)

Algoritmen anropas med InsideConvex(P,q,2,n).
Om vi antar att InsideConvex(P,q,2,n) tar tid T(n) s& far vi rekursionsekvationen

T(n) :T(g) +c

som har 16sningen clogn. Tidskomplexiteten blir alltsa T'(n) € O(logn). O

Losning till Mobil

Betrakta en pinne av ldngd [ i mobilen. Anta att vikten v hénger i vénstra &nden och vikten
w i den hogra. Lat x vara avstandet fran pinnens vinstra dnde till traden som féster pinnen i
ovanforliggande pinne. For att momenten ska ta ut varandra krdvs enligt mekaniken att zv =
(I — x)w, det vill siiga att x = lw/(v + w). Vi kan nu berdkna x {6r varje pinne rekursivt nerifran
och upp i tradet. Lat den rekursiva funktionen returnera vikten av mobilen som hénger i den
aktuella pinnen. Algoritmen tar linjar tid.
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Balance(p)=
if p.left =NIL then return p.num
left «— Balance(p.left)
right <« Balance(p.right)
p.x — p.num - r/(left 4+ right)
return left + right

Losning till Sortering av sméa heltal
Betrakta heltalen skrivna i bas n. Alla tal har d& (hogst) tre siffror, utom n® som skrivs som 1000
och kan hanteras separat. (Ga igenom alla tal, plocka ut alla forekomster av n® och ligg dom sist i
den sorterade foljden.) Liigg till inledande nollor pa tal som &r mindre #n n?. Gér nu radixsortering
pa talen. Eftersom det &r tresiffriga tal blir det tre omgangar i radixsorteringen, dar man i varje
omgéng ska sortera talen efter en siffra i intervallet [0..n — 1]. En san sortering gors i linjér tid
med riknesortering (som i implementationen fran foreldsning 9 dr stabil).

Analys: Tre omgangar gors och varje omgang tar tid O(n). Specialhanteringen av n3 tar inte
heller mer &n O(n). Totalt blir tiden alltsa O(n). O

3

Ledning till Hitta det saknade talet
Summera alla tal modulo till exempel 1000000 000.

Lo6sning till Tvadimensionell Fouriertransform
Vi utnyttjar att Fouriertransformen &r separabel. Definitionen av 2D-Fouriertransformen:

N—-1N-1

1 _
A § E o ik+gl
ag; — _N2 Qi W

i=0 j=0

w &r en limplig enhetsrot (w” = 1). Faktorn w'* kan nu flyttas ur den innersta summan. Om
vi dérefter ser den innersta summan som en endimensionell Fouriertransform b;; si ar ay; en
endimensionell transform av b;;.

N-1 N-1
by = L S agudt, = 1 S byt
il = i 3 - i
N N
=0 i=0

Dessa ekvationer siger att vi kan Fouriertransformera tvadimensionella data genom att forst trans-
formera varje kolumn i matrisen (a;;) och sedan transformera raderna i den resulterande matrisen
(bar) (eller tviartom om man vill det). Algoritmen blir da

2D-FFT(a0,0,a0,1, I ,(J,N,LNfl, N) =
fori<—0to N —1
bio,...,bin—1— FFT(a;0,ai1,...,a;n-1,N)
fori—0to N —1
C0is- -y CN—1,i < FFT(bg i, b14,...,bn-1,i, N)
return €0,0,€0,15---,CN—1,N—1

FFT anropas 2N ganger. Eftersom varje anrop tar O(N log N) blir totaltiden O(N2log N). O

Losning till Bindrtrad med speglad struktur
Vi anvénder dekomposition for att stega oss ner i bada trdden samtidigt. For att triden ska
vara varandras spegelbilder maste vinstra deltrddet till forsta trédet vara spegelbilden av hogra

23



deltrddet till andra trddet och hogra deltrddet till forsta tradet vara spegelbilden av vénstra
deltrddet till andra trddet. Basfallet blir att minst ett av trdden &r tomt. I sa fall 4r tréden
spegelbilder av varandra bara om bada traden ar tomma.

SpegladeTrad (71, 1T2)=
if 71 =NIL or 75 =NIL then
return 77 =NIL and 75 =NIL
return SpegladeTrad(7;.left,T>.right) and SpegladeTrad(7:.right,T5.left)

Eftersom funktionen kommer att anropas (hogst) en gang for varje deltrdd (rot) och arbetet i
ett funktionsanrop férutom rekursionen ar konstant sa blir komplexiteten linjar i trddens storlek.

Det &r 14tt att inse att algoritmen ar korrekt med hjalp av sa kallad strukturell induktion, det
vill séiga induktion 6ver tradens struktur. Vi kollar forst att basfallet stimmer (om ena tradet &r
tomt s& maste ocksa det andra triadet vara tomt for att dom ska vara spegelbilder) och kollar sedan
att induktionssteget stimmer (om forsta triadets vinstra deltrad dr spegelbilden av andra tridets
hogra deltrdd och forsta triadets hogra deltréd &r spegelbilden av andra triadets vanstra deltrad sa
maéste traden vara varandras spegelbilder). O

Losning till Partyproblemet
Anta att listan med vilka géster som kéinner varandra bestar av m stycken rader. Det ar enkelt
att representera indata som en graf G = (V, E) dir varje person motsvarar ett horn och varje kant
(z,y) motsvarar att person x och y kiinner varandra. Representera grafen med kantlistor.

Den sokta losningen dr den storsta (inducerade) delgrafen dér varje horn har gradtal minst k.
Vi kan hitta denna delgraf genom att plocka bort varje hérn som har gradtal mindre dn k. Néar
ett horn plockas bort tas samtidigt alla kanter till hérnet bort, varfér andra horn far ligre gradtal
och kan behova plockas bort. Detta implementeras enklast med en variabel d, i varje hérn = som
haller reda pa det aktuella gradtalet och som uppdateras varje gang en kant till det hornet plockas
bort. Lat oss ocksa ha en ko Q dér vi ldgger alla hérn som har gradtal mindre &n %k i véntan pa
att deras kanter ska plockas bort.

foreach x € V do
if d; < k then Q.Put(z)
while not Q.Empty() do
z — Q.Get()
foreach (z,v) € z kantlista do
if d, > k then
dy —dy—1
if d, < k then Q.Put(v)
write 'Losningen bestar av:’
foreach x € V do
if d, > k then write x

Eftersom det finns n hérn och varje hérn behandlas ett konstant antal gdnger (initiering av Q,
koinsdttning, koutplockning, utskrift), och eftersom det finns m kanter och varje kant behandlas
hogst tva ganger (den férekommer i tva kantlistor) s& blir totala komplexiteten O(n + m), alltsi
linjért i indatas storlek.

Det ar enkelt att se att algoritmen &ar korrekt eftersom varje hérn som skrivs ut i 16sningen
fortfarande har minst k grannar kvar i grafen, och inget hérn som inte har farre &n k grannar kvar
i grafen har plockats bort under algoritmens gang. O
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