Algoritmer (datastrukturer) och komplexitet, varen 2010
Uppgifter till 6vning 7

Reduktioner

Ovningens ena timme &gnas at genomgang av méstarprov 1.

Reduktion som ger negativt resultat Pa 6vning 4 beskrevs en algoritm som hittar en approx-
imativ I6sning till ladpackningsproblemet. Algoritmen fungerar s& att den placerar varje pryl
i den forsta lada som rymmer den. Uppgiften pa 6vning 4 var att implementera algoritmen
i tid O(nlogn). Visa att Q(nlogn) dr en undre grins f6r algoritmens tidskomplexitet.

Reduktion som ger positivt resultat Ett ofta anvindbart sétt att 16sa problem pa ar att hitta
en reduktion till ett problem som man redan vet hur man ska 16sa. Du ska nu anvénda denna
metod for att 16sa kantsammanhéngandegradsproblemet som definieras pa foljande sétt.

INMATNING: En sammanhéngande oriktad graf G = (V, E) och ett positivt heltal
K mellan 1 och |V].

PROBLEM: Ar det tillrickligt att ta bort K kanter fran grafen G for att gora den
osammanhéingande (dvs uppdelad i flera ssammanhéngande komponenter)?

Reduktioner mellan besluts-, optimerings- och konstruktionsproblem Anta att algorit-
men GraphColouring(G,k) pa tid T'(n) (dir n &r antalet horn i G) svarar 1 omm hornen i
G kan fargas med k farger utan att nagon kant har likfirgade &ndpunkter.

a) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n horn bestimmer det minimala
antalet farger som behévs for att farga G. Tiden ska vara O(logn - T'(n)).

b) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n horn fargar hornen med minimalt
antal firger i tid O(P(n)T'(n)) dér P(n) &r ett polynom.

Losningar

Losning till Reduktion som ger negativt resultat

Som vanligt f6r undre grénser som &r 2(nlogn) sa konstruerar vi en reduktion av problemet att
sortera n tal till det aktuella problemet. Vi vet att det dr omdjligt att med hjélp av jamforelser
sortera n tal snabbare dn Q(nlogn). Detta géller &ven om dom n talen &r heltalen 1 till n permu-
terade, och &ven om vi tillater oss att gora en inledande linjar omskalning av talen. Lat oss visa
hur vi med hjilp av ladpackningsalgoritmen kan sortera dessa tal.

Idé: Vi skalar om talen som ska sorteras med faktorn 1/(2n) si att dom ligger mellan 1/(2n) och
1/2. Sedan konstruerar vi hjalpprylar som ska fylla ladorna s& att man sedan far plats med exakt
talen 1/(2n) till 1/2 (i ordning fran lada 1 till lada n). Om man f6rst stoppar i dessa hjilpprylar
och dérefter dom omskalade talen enligt algoritmen sa kommer talen att bli sorterade.

Anta att v[l..n] dr posterna som ska sorteras och att nyckelfiltet heter key. Anta vidare att
algoritmen for varje lada returnerar en lista med indexen fér dom prylar som den innehaller.

Sort(v[l..n]) =

p— 1/(2n)
fori—1 tondoz[i]—1—i-p
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fori—n+1 to2ndo z[i] —v[i —n]-p

L[1..n] <FirstFit(z[1..2n])

for i — 1 to n do res[i] — v[L[i][2] —n] // ta andra prylen ur varje lada
return res|l..n]

Funktionen Sort reducerar alltsd sorteringsproblemet till FirstFit. Reduktionen (oriknat anropet
till FirstFit) tar tid O(n), s& om man kunde implementera FirstFit si den tar tid mindre &n
Q(nlogn) sa skulle det ga att sortera n tal snabbare &n (nlogn), vilket dr omdjligt. O

Losning till Reduktion som ger positivt resultat

Forst bor vi forsoka forsta problemet. Anta att X dr en minimal kantméngd vars borttagande gor G
osammanhéingande. (Detta ska tolkas som att ingen strikt delméngd av X uppfyller detsamma.) Da
géller att G uppdelas i tva komponenter, och alla kanterna i X gar mellan dessa tvi. (Annars skulle
ju X inte vara minimalt.) X svarar alltsd mot ett snitt i grafen (en uppdelning av hérnméngden i
tva delar). Antalet kanter i X kan sfigas vara snittets storlek. Detta innebér att det minsta antalet
kanter som vi maste ta bort for att G ska bli osammanhéngande — kalla detta A\(G) — é&r lika
med storleken pa ett minsta snitt (V1,V2) i G.

Minimalt snitt dr ju samma som maximalt flode. Vi ska darfor forsoka reducera kantsamman-
héngandegradsproblemet till maximalt flode mellan tva horn s och ¢ i en graf. Om vi utékar G
till en flddesgraf G’ genom att ge varje kant dubbelriktad kapacitet 1, s& kan vi alltsd finna A(G)
genom att berdkna maxflédet fran s till ¢ for olika s och ¢. Vi behover dock inte variera bada dessa.
Om vi véljer s godtyckligt sa maste det hora till nadgon av méngderna V; och V, ovan. Genom
att variera t over alla horn utéver s kommer sa vi garanterat att tréffa nagot horn i den andra
méangden. Slutsatsen blir alltsa att for ett godtyckligt hérn s géller

— ] !
AMG) = ter\?lr%s}{MaXFIOW(G ,5,t)}

Om vi ska vara noggranna s var nu uppgiften att avgora om K > A(G). Vi kan alltsa svara
NEJ om K < MaxFlow(G', s,t) for allat € V — {s} och JA annars.

Flodesalgoritmen anropas |V|— 1 ginger. Varje flddesberiikning kan géras i tid O(|V|?) (vilket
man inte behéver kunna utantill). Alltsa blir komplexiteten for var algoritm O(|V|*). ad

Losning till Reduktioner mellan besluts-, optimerings- och konstruktionsproblem

a) Vi vet att antalet farger &r mellan 1 och n. Anvind bindrsdkning i detta intervall for att
med hjalp av algoritmen GraphColouring hitta ett k sa att GraphColouring(G, k) = 1 och
GraphColouring(G, k—1) = 0. Detta innebér nimligen att minimala firgningen har & farger.
Det behdvs logn halveringar av n for att komma ner till 1. Tidskomplexiteten blir dérfor
O(logn - T(n)).

b) Hitta forst det minimala antalet farger £ med metoden ovan. Vi vill firga hérnen i G med
farger med nummer 1 till k. Foljande algoritm gor det:

CreateColouring(G = (V, E), k)=
u «— forsta hornet i V'
C — {u};u.colour — k
foreach v € V — {u} do
if (u,v) € E then
if GraphColouring((V, EU{(u,v)}),k) =1 then E — E U {(u,v)}
else C — C U {v};v.colour — k
if £ > 0 then CreateColouring(V — C, E), k — 1)

GraphColouring anropas hogst en gang for varje par av horn i grafen. Tidskomplexiteten for
hela algoritmen blir dérfor O(logn - T'(n) +n? - T(n)) = O(n? - T'(n)). O
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