Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hGsten 2011
Uppgifter till 6vning 5

Dynamisk programmering

Liingsta gemensamma delstring Strangarna ALGORITM och PLAGORIS har den gemensamma
delstrangen GORI. Den ldngsta gemensamma delstrangen hos dessa stréngar har alltsa langd
4. T en delstrang maste tecknen ligga i en sammanhéngande f6ljd.

Konstruera en effektiv algoritm som givet tva stréngar ajas...ay, och bibs...b, berdknar
och returnerar langden hos den lingsta gemensamma delstrdngen. Algoritmen ska bygga pa
dynamisk programmering och gé i tid O(nm).

Proteinvikning Ett protein dr en lang kedja av aminosyror. Proteinkedjan &r inte rak som en
pinne utan hopvikt pa ett intrikat sétt som minimerar den potentiella energin. Man vill
valdigt gérna kunna rdkna ut hur ett protein kommer att vika sig. I denna uppgift ska vi
darfor studera en enkel modell av proteinvikning dér aminosyrorna &r antingen hydrofoba
eller hydrofila. Hydrofoba aminosyror tenderar att klumpa ihop sig.

For enkelhets skull ser vi proteinet som en bindr string dar ettor motsvarar hydrofoba
aminosyror och nollor hydrofila aminosyror. Strangen (proteinet) ska sedan vikas i ett tvadi-
mensionellt kvadratiskt gitter. Malet ar att fa dom hydrofoba aminosyrorna att klumpa ihop
sig, det vill siga att fa s méanga ettor som mdojligt att ligga néra varandra. Vi har alltsa
ett optimeringsproblem dar malfunktionen dr antalet par av ettor som ligger intill varandra
i gittret (lodrétt eller vagritt) utan att vara intill varandra i stringen.

Du ska konstruera en algoritm som med hjilp av dynamisk programmering konstruerar en
optimal dragspelsvikning av en given proteinstrang av langd n. En dragspelsvikning &r en
vikning dar stréngen forst gar en stricka rakt nedat, sedan en stricka rakt uppéat, sedan
en stricka rakt nedat, och s& vidare. I en sadan vikning kan man notera att lodréta par av
intilliggande ettor alltid kommer i f6ljd i stringen, sa det ar bara vagrita par av ettor som
bidrar till malfunktionen.

I f6ljande figur &r strangen 00110001001100001001000001 dragspelsvikt pa ett saddant sétt
att malfunktionen blir 4.

©O—Fr —pr —0—o0
m—0—o0—o0—o

©o—o—r —o
oO—o0o—kr—0—0—r—o0

©o—0o0—r —r —o0

Definition av problemet PROTEINDRAGSPELSVIKNING:
INMATNING: En binar string med n tecken.

ProBLEM: Hitta den dragspelsvikning av indatastriangen som ger det storsta vér-
det pa maéalfunktionen, alltsd det stOorsta antalet par av ettor som ligger bredvid
varandra men inte direkt efter varandra i strangen.
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Konstruera och analysera tidskomplexiteten f6r en algoritm som loser proteindragspelsvik-
ningsproblemet med dynamisk programmering.

Du far gérna anvinda dig av nedanstaende algoritm, som berdknar antalet par ettor i ett
varv (dvs mellan tva strickor) i en dragspelsvikning som ligger bredvid varandra (men inte
direkt efter varandra i strdngen). Anta att proteinet lagrasien array p[1..n]. Parametrarna
a och b anger index i arrayen for den forsta strickans &ndpunkter. Parametern c anger index
for den andra striackans slutpunkt. Se figuren nedanfor till hoger.
profit(a,b,c) = ‘
shortest«min(b-a,c-(b+1)); - cC
s<0; | |
for i<1 to shortest do
if plb-i]=1 and p[b+1+i]=1 then | ‘
s«s+1; ; ’
return s; ‘ ‘
b —b+1
Not: Proteinvikningsproblemet &r ett viktigt algoritmiskt problem som studeras i bioinfor-
matiken. Det behandlas tillsammans med ménga andra problem med biologisk anknytning i
den valfria kursen Algoritmisk bioinformatik som gar i period 4 varje ar.

Analysator for kontextfri grammatik En kontextfri grammatik brukar anvindas for att be-
skriva syntax fér bland annat programsprak. En kontextfri grammatik i Chomskynormalform
beskrivs av

e en méngd slutsymboler T' (som brukar skrivas med smé bokstéaver),

e en mingd ickeslutsymboler N (som brukar skrivas med stora bokstéver),

e startsymbolen S (en av ickeslutsymbolerna i miangden N),

e en méngd omskrivningsregler som antingen &r pa formen A — BC eller A — a, dér

A, B,Ce NochaeT.
Om A € N sa definieras £(A) genom

L(A)={bc:be L(B)ochce L(C)dar A— BC}U{a:A— a}.

Spriket som genereras av grammatiken definieras nu som £(5), vilket alltsd &r alla stringar
av slutsymboler som kan bildas med omskrivningskedjor som borjar med startsymbolen S.

Exempel: Betrakta grammatiken med T = {a,b}, N = {S, A, B, R}, startsymbolen S och
reglerna S — AR, S — AB, A — a, B — b, R — SB. Vi kan se att strdngen aabb tillhor
spraket som genereras av grammatiken med hjilp av foljande kedja av omskrivningar:

S — AR — aR — aSB — aSb — aABb — aaBb — aabb.

I sjalva verket kan man visa att det sprak som genereras av grammatiken &r precis alla
stréangar som bestar av k stycken a foljt av k stycken b dar k ar ett positivt heltal.

Din uppgift ar att konstruera och analysera en effektiv algoritm som avgér ifall en string
tillhor det sprak som genereras av en grammatik. Indata &r alltsd en kontextfri grammatik
pé Chomskynormalform samt en stréng av slutsymboler. Utdata ar sant eller falskt beroende
pa om stringen kunde genereras av grammatiken eller inte. Ange tidskomplexiteten for din
algoritm uttryckt i antalet regler m i grammatiken och langden n av stréangen.

Mer om grammatiker kan man lésa i kursen Automater och sprik.
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Losningar

Losning till Lingsta gemensamma delstring
Lat Mi, j] vara antal bokstéver till vinster om (och inklusive) a; som 6verensstdmmer med lika
manga bokstéver till vénster (och inklusive) b;. Langden av den langsta gemensamma stréngen r
da det storsta talet i matrisen M.

M kan definieras rekursivt pa féljande sétt:

0 om i = 0 eller j =0,
M[’L,j]: M[Z—l,j—1}+1 omai:bj,
0 annars.

Foljande algoritm berdknar hela M och returnerar det storsta talet i M.

max «— 0
for j «—0 ton
M[0,j] <0
fori—1 tom
MTJi, 0] < 0
for j—1 ton
if a; = bj then
Mli,j] — M[i—1,j —1]+1
if M[i, j] > max then max — M]i, j]
else M[i,j] — 0
return maz

Tiden domineras av den néstlade for-slingan och &r alltsd ©(nm). o

Losning till Proteinvikning

Lat g, vara det maximala virdet pd malfunktionen man kan fa for en vikning av delen pla..n]
av proteinet, dar den forsta strackan i vikningen har &ndpunkterna a och b. Vi kan uttrycka gq,s
rekursivt pa foljande séatt:

= fit(a,b .
Qa,b b+1}1<aCXSn(pro it(a,b,¢) + qpr1,c)

Basfallen &r g,,, = 0 for 1 < a < n. Svaret hittar vi sedan som 1m&x q1,b-
<bsn

Nu géller det bara att berdkna g, 3 enligt dessa formler i rétt ordning:

for a«~1 to n-1 do qla,n]«0;
for b<n-1 downto 2 do
for a<1 to b-1 do
te—-1;
for c<b+2 to n do
vprofit(a,b,c)+ql[b+l,cl;
if v>t then t«v;
qla,b]«t;
max<—0;
for b«2 to n do
if q[1,b]l>max then max«q[1,b];
return max;
Eftersom vi som mest har tre néstlade for-slingor och ett anrop till profit tar tid O(n) blir
tidskomplexiteten uppenbarligen O(n?). 0
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Losning till Analysator for kontextfri grammatik

Vi anvinder dynamisk programmering ungefir som i problemet dér man letar efter optimal matris-
kedjemultiplikationsordning. Har ska vi istéllet bestdmma i vilken ordning och pa vilken delstréng
reglerna ska tillimpas.

Indata &r en uppséttning regler R och en vektor w[1..n] som alltsé indexeras fran 1 till n. Lat
oss bygga upp en matris M[1..n,1..n] dér elementet M[i, j] anger dom ickeslutsymboler fran
vilka man med hjélp av kedjor av omskrivningar kan hérleda delstréngen wli..j].

Rekursiv definition av M[1i,j]:

M[ij]:{{X:(X_)W[i])GR} omi=yj
’ {X:(X—>AB)e RA3k: AeMi,k—1]ABeMk,j|} omi<j

Eftersom varje position i matrisen dr en méngd av ickeslutsymboler sa maste vi vélja en lamplig
datastruktur ocksa for detta. Lat oss representera en méngd av ickeslutsymboler som en bitvektor
som indexeras med ickeslutsymboler. 1 betyder att symbolen dr med i méngden och 0 att den inte
dr med i méngden. Exempel: Om M[1, j]1 [B]=1 sa &r ickeslutsymbolen B med i méngden M[1i, j],
vilket betyder att det finns en kedja av omskrivningsregler fran B till delstrdngen w[i..j].

Algoritm som beréknar matrisen M[i,j] och returnerar sant ifall strdngen tillhér spraket som
genereras av grammatiken:
for i<1 to n do

M[i,i]«0; /* alla bitar nollstdlls */
for varje regel X —wl[i] do
M[i,i] [X]1+1;
for len<2 to n do
for i<1 to n-len+l do
jei+len-1;
M[i,jl+0;
for k«i+1 to j do
for varje regel X — AB do
if M[i,k-11[A]=1 and M[k,j]1[B]=1 then
M[i,j1[X]1;
return M[1,n][S]1=1;

Tid: O(n®m). Minne: O(n?m) (eftersom m dr en Svre grins for antalet ickeslutsymboler). ad
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