


Exempel 3: Matriskedjemultiplikation

Matriskedjemultiplikation är problemet att hitta bästa sättet att multiplicera ihop en kedja av
matriser av varierande storlek. Genom att multiplicera ihop matriserna med varandra i en listig
ordning kan antalet operationer som krävs minimeras. Att multiplicera en a × b-matris och en
b× c-matris med vanlig matrismultiplikation tar abc talmultiplikationer.

Anta att man vill beräkna matrisprodukten A1A2 · · ·An där matris Ai har dimension ri−1×ri.
Låt M [i, j] stå för det minimala antalet multiplikationer som behövs för att räkna ut matrispro-
dukten AiAi+1 · · ·Aj . Rekursionsekvationen för M [i, j] är:

M [i, j] =

{

0 om i = j

mini≤k<j(M [i, k] +M [k + 1, j] + ri−1rkrj) om i < j

Här behövs alltså en tvådimensionell struktur (matris) för att lagra värdena i dynamiskpro-
grammeringsdatastrukturen. Basfallen är M [i, i], det vill säga diagonalen i (den triangulära) ma-
trisen M .

Beräkningsordning: Beräkna elementen i efter stigande avstånd från diagonalen, alltså så att
indexen i och j skiljer sig mer och mer.

OptimalMatmul(M [1..n, 1..n], r) =
for i← 1 to n do M [i, i]← 0
for len← 1 to n− 1

for i← 1 to n− len

j ← i+ len

M [i, j]←∞
for k ← i+ to j − 1

t←M [i, k] +M [k + 1, j] + ri−1 · rk · rj
if t < M [i, j] then M [i, j]← t

Det minimala antalet multiplikationer beräknas av OptimalMatmul(M, r). Svaret finns då i M [1, n].
Algoritmen har komplexiteten O(n3).

Man vill inte bara veta det minimala antalet multiplikationer utan också i vilken ordning
man ska multiplicera ihop matriserna för att uppnå det minimala antalet. Låt oss bygga ut
OptimalMatmul så att man kan få reda på ordningen. Lägg till en hjälpmatris bryt[i, j] som inne-
håller var gränsen går mellan dom två matriserna som bildar produkten AiAi+1 · · ·Aj . Exempel:
bryt[7, 9] = 7 betyder att man ska multiplicera A7(A8A9) och bryt[7, 9] = 8 betyder att man ska
multiplicera (A7A8)A9.

Det enda vi behöver ändra i algoritmen är att göra tilldelningen bryt[i, j] ← k sist på sista
raden, dvs efter att värdet på M [i, j] uppdaterats.

Skriv allra sist i algoritmen ut hur multiplikationen ska ske i form av ett parentesuttryck där
matriserna symboliseras med A, till exempel (((AA)A)(AA)), genom att anropa nedanstående
metod med SkrivParentetiserat(1, n, bryt).

SkrivParentetiserat(a, b, bryt[1..n, 1..n]) =
if a = b then Write(’A’)
else

Write(’(’)
SkrivParentetiserat(a, bryt[a, b], bryt)
SkrivParentetiserat(bryt[a, b] + 1, b, bryt)
Write(’)’)


