Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2012
Uppgifter till 6vning 5

Grafalgoritmer och undre granser

Spannande trdd Visa hur det minsta spdnnande tréddet hittas i féljande graf med bade Prims
och Kruskals algoritmer.

Forandrat flode

a) Beskriv en effektiv algoritm som hittar ett nytt maximalt fldde om kapaciteten lings
en viss kant 6kar med en enhet.

Algoritmens tidskomplexitet ska vara linjér, alltsd O(|V| + |E|).

b) Beskriv en effektiv algoritm som hittar ett nytt maximalt flode om kapaciteten lings
en viss kant minskar med en enhet.
Algoritmens tidskomplexitet ska vara linjar, alltsd O(|V| + |E|).

Eulercykel Givet en oriktad sammanhéngande graf G = (V| E) dar alla horn har jaimnt gradtal.
Hitta en Eulercykel, dvs en sluten stig som passerar varje kant i F exakt en gang. Algoritmen
ska ga i linjar tid.

Julklappsfordelning En pappa ska ge sina n barn var sin julklapp. Varje barn har skrivit en
Onskelista. Pappan vill ge varje barn en julklapp fran barnets onskelista, men han vill inte
ge samma julklapp till flera barn.

Konstruera och analysera en effektiv algoritm for detta problem. Du kan anta att det finns
hogst m saker pa varje onskelista.

Undre grans for s6kning i sorterad array Binérsokningien sorterad array med n tal tar som
bekant tiden O(logn). Bevisa att Q(logn) ocksa &r en undre grans for antalet jamforelser
som krévs for detta problem (i vérsta fallet).
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Laga julgransbelysning Jonas julgransbelysning med n seriellt kopplade lampor lyser inte. Det

racker att en lampa ar trasig for att belysningen inte ska lysa. Han har skaffat n nya lampor
som sékert fungerar. Han vill inte ersétta nagra hela lampor med nya, fér det &r dumt att
slésa pa nya lampor. Han vill naturligtvis gora s& fa lampprovningar som maojligt.

Konstruera och analysera en effektiv algoritm for hur Jonas ska fa belysningen att fungera
med s& fa lampprovningar (ur- och iskruvningar) som mojligt. Analysera vérstafalletkom-
plexiteten for algoritmen exakt (inte bara ordoklass). En urskruvning f6ljt av en iskruvning
av en lampa tar tiden 1. Ju snabbare algoritm desto fler podng.

Ge ocksa en undre grins for varstafalletkomplexiteten som matchar din algoritm.

Losningar och ledningar

Losning till Spadnnande trad — egen 6vning!

Losning till Forandrat fléde

a)

Anta att kanten fran w till v far sin kapacitet 6kad med ett. Utga fran det tidigare maximala
flodet @ och gor bara en ny iteration i Ford-Fulkersons algoritm med den &ndrade grafen: I
restflodesgrafen Gkas kapaciteten i kanten (u,v) med ett. Gor en grafsokning (i tid O(|V] 4+
|E|)) for att se om det nu finns nagon stig i restflodesgrafen ldngs vilken flddet kan dka. Om
det finns det maste det vara ett fldde av storleken 1 (eftersom alla floden ar heltalsfloden).
Om det inte finns nagot fléde i restflodesgrafen &r @ fortfarande det maximala flodet.

Anta att kanten fran w till v far sin kapacitet minskad med ett. Om det tidigare maximala
flédet @ inte utnyttjade hela kapaciteten i (u,v) sd fordndras inte flodet alls. I annat fall
maste vi uppdatera flodet pa foljande séatt:

Eftersom det kommer in en enhet stérre flode till uw &n som gar ut och det kommer in en
enhet mindre flode till v &n det gar ut sa maste vi férsoka leda en enhets flode fran u till v
nagon annan vag. S0k alltsa i restflodesgrafen efter en stig fran w till v ldngs vilken flodet
kan 6ka med ett. Detta gors med en grafsokning i tid O(|V|+ |E|). Om det finns en san stig
uppdaterar vi ® med det flodet.

Om det inte finns en san stig maste vi minska flédet fran s till w och fran v till ¢ med en
enhet. Det gor vi genom att hitta en stig fran u till s i restflodesgrafen langs vilken flodet
kan 6ka med ett och en stig fran ¢ till v i restflodesgrafen langs vilken flodet kan 6ka med ett.
(Det maste finnas sdna stigar eftersom vi hade ett flode fran s till ¢ via (u,v).) Uppdatera
sedan ® med dessa tva floden.

O

Losning till Eulercykel
Idén &r att borja i ett horn v och soka sig igenom grafen tills v nas igen. Sokstigen P kommer d&
antingen att ha besokt alla kanter eller s& aterstar det, om vi tar bort P, en eller flera samman-
héngande komponenter Gy, o, .. .,G,. I det senare fallet kan vi géra om samma sorts s6kning for
varje komponent sa vi far en Eulercykel f6r varje G;, och sedan sétter vi in alla dessa FEulercykler
i P sa att vi far en total Eulercykel.

For att kunna genomfora detta i linjar tid sa hittar vi pa en algoritm som anvénder tvé spelare
P, och P, som tillsammans gar igenom grafen. Bada spelarna startar i v. Spelare P, skapar stigen
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P genom att ga ldngs kanter hur som helst. Han mérker varje kant han passerar och stannar nér
han kommer tillbaka till v igen. Sedan foljer P, efter lings P, men varje gang han kommer till ett
nytt horn u s& kollar han om alla kanter fran w &r mérkta. I s& fall fortsdatter han langs P. Om
det finns oméirkta kanter (det finns alltid ett jimnt antal) sa skickar han ut P; for att hitta en
ny stig som borjar och slutar i u. P> gar sedan denna nya stig innan han fortsitter fran u. Efter
att ha upprepat detta kommer P» till slut att ha gatt langs varje kant exakt en gang och darfor
skapat en FEulercykel. P, har inte heller gatt langs samma kant mer &n en gang sa totala kortiden
blir linjar.
I algoritmen nedan kallas Py fér PathFinder och P, for Straggler.

EulerCycle(G) =
cycle — {1}
choose edge (1,t)
mark (1,t)
path «— PathFinder(G,1,t)
Straggler(path)
return cycle

PathFinder(G, start, cur) =
append(cur, path)
while cur # start do
choose unmarked edge (cur,v)
mark (cur,v)
append(v, path)
cur «— v
return path

Straggler(path) =
while path # () do

u «— next(path)

append(u, cycle)

for all edges (u,v) do

if unmarked (u,v) then

mark (u,v)
p < PathFinder(G,u,v)
Straggler(p)

Losning till Julklappsférdelning

Problemet dr ett bipartit matchningsproblem. Det géller att hitta en matchning i en graf dér
vansterhornen motsvaras av barn (n stycken horn) och hégerhdrnen av saker. Det gir en kant
mellan ett barn och en sak om saken star med pa barnets onskelista. Bipartit matchning kan l6sas
som ett flodesproblem i en graf med O(nm) kanter. Eftersom flodet dkar med ett i varje varv i
Ford-Fulkersons algoritm och matchningen (flodet) &dr hogst n s gar slingan hogst n varv och
komplexiteten blir O(n?m). 0

Ledning till Undre grins for s6kning i sorterad array
Konstruera ett beslutstriad for en godtycklig algoritm som soker i en sorterad array. Undersok hur
manga l6v tradet maste ha och kom fram till hur hogt det da maste vara.

Losning till Laga julgransbelysning
Numrera julgransbelysningens lampplatser fran 1 till n.
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byt ut alla lampor utom den pa plats 1 mot nya
lagg dom gamla lamporna i en séck
— 1
while (lampor kvar i sdcken) do
if (belysningen lyser) then
t—1+1
skruva ur den nya lampan péa plats ¢
else
skruva ur den gamla trasiga lampan pa plats i
ta en lampa fran sidcken och skruva i den pa plats ¢
if not (belysningen lyser) then
skruva ur den gamla trasiga lampan pa plats @
skruva i en ny lampa pa plats @

Det &r latt att se att algoritmen &r korrekt med hjalp av f6ljande invariant for slingan (invarianten
ar sann i borjan av varje varv i slingan): Alla lampor pa plats < ¢ dr gamla och fungerar, lampan
pa plats ¢ &r gammal, alla lampor pa plats > ¢ ar nya.

I vérsta fall ar alla lampor trasiga i belysningen, och da gor algoritmen (n—1)+ (n—1)+1=
2n — 1 lampbyten.

Att 2n — 1 ocksé &r en undre grins kan man inse sa hér: Enda séttet att avgora ifall en viss
lampa i belysningen &r hel eller trasig ar att forsdkra sig om att alla andra lampor &r hela och d&a
se om belysningen lyser. En tuff motstandare ser till att belysningen fortfarande inte lyser efter att
n — 1 nya lampor skruvats i helt enkelt genom att lata den enda aterstaende originallampan vara
trasig. Alla n—1 bortskruvade originallampor méste sedan provas igen, for den tuffa motstandaren
har d&nnu inte tillatit att nadgon som helst information om dessa lampor har getts, och det kréver
n — 1 lampbyten till. Slutligen ser motstandaren till att just den sist provade originallampan &r
trasig, och da kravs det ytterligare ett lampbyte for att fixa den.

Den tuffa motstandaren behover alltsd bara tva trasiga lampor for att fa algoritmen att ta
2n — 1 lampbyten! |
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