Foreldsning 2: Grafer
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En graf G bestar av en méngd hérn, V, och en méngd kanter, E. Notation:
G=(V,E)
I en riktad graf, skrivs ofta G = (V, E), ar alla kanter riktade.

Exempel pa grafproblem

e Vilken dr den kortaste vigen mellan Stockholm och Karlstad?

e Jag vill 4ka pa en rundtur som borjar och slutar i Stockholm och passerar
alla stdderna. Vilken ar den kortaste turen?

e Man vill bygga nya motorvéigar langs en del av striackorna sa att varje par
av stéder har motorvigsforbindelse. Vilka vigstrackor ska véljas ut sa att
sé lite motorviag som mdojligt behéver byggas?

Alla dessa fragor ror viktade grafer, dar varje kant har en (vanligen positiv) vikt.
Har svarar vikterna mot avstanden mellan stédderna.



Terminologi

En stig ar en foljd av horn dir konsekutiva horn dr forbundna av en kant. Inget
horn forekommer mer &n en gang.

I en sammanhdngande graf finns det en stig mellan varje par av hérn.

En cykel ar en stig som borjar och slutar i samma horn.

Ett trid ar en sammanhéngande graf utan cykler.

I en multigraf tillats flera kanter mellan samma par av horn.

Olika representationer av grafer

® 2
1
5
4
3
Grannmatris: Grannlista:
11213415 119
1 1{0(0]0 51T 3 1 5
2 1111
3 10 312 4
1 1 412 3 5
R 512 4

Representationen kantmatris forekommer ocksé: Det &r en |V| x | E|-matris dar
element (¢,7) &r 1 om v; € e;, 0 annars.

T&ata och glesa grafer

En tit graf har ©(|V|?) kanter och representeras med fordel med en grannmatris.
En gles graf har ©(|V]) kanter och representeras lampligen med nigon form av
grannlistor.

Glesa grafer ar vanliga i tillimpningar och prestanda f6r en algoritm pa sadana
kan i praktiken vara lika viktigt som tidskomplexiteten i vérsta fallet.

Graden hos ett horn dr antalet kanter som innehaller hornet medan gradtalet
hos en graf ar det hogsta gradtalet for nagot horn i grafen.

Delgrafer

En delgraf till grafen G = (V, E) bestar av en delméngd E; av kanterna och en
delméngd Vi av hornen (som méste innehélla alla horn som ingar i nadgon av
kanterna i Ey).

En inducerad delgraf till G bestar av en delméngd av hérnen samt de kanter
som foérbinder tva hérn i denna méngd.

Ex.



G H, Hy
H, ar en delgraf och Hy en inducerad delgraf till G.
Breddenf6rststkning

BEF'S tar en graf och gar igenom hérnen ett i taget. Algoritmen bdérjar i start-
hornet s och tar sedan grannarna till s, grannarna till grannarna till s etc. En
ko anvéinds for att halla reda pa ordningen i vilken hérnen bestks. Det oviktade
avstandet fran s berdknas samtidigt.

os)

S(V, B, 5)
d[u] < oo for allau € V
d[s] <0
Q —{s}
while Q #
u «— Dequeue(Q)
foreach granne v till u
if d[v] = 00
dv] « du] +1
plv] =u
Enqueue(Q,v)
Bearbeta u hir
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Tidskomplexitet: O(|V| + | E|)
Djupetforstsékning

DFS gar igenom de horn som kan nés fran starthérnet s. Detta gbrs genom att
ga sa langt det gar i grafen utan att aterkomma till nagot hérn och sedan stega
tillbaka tills nagot nytt horn gar att besoka.

DFS(V, E, )

(1) foreach u € V

(2) vis(u) <0
(3) plu] < NULL
(4) DFS — Visit(s)



DFS-VIsIT(u)

(1) vis(u) «— 1

(2) Bearbeta u hir

(3) foreach granne v till
(4) if vis(v) =0

(5) plo] = u

(6) DFS-Visit(v)

Tidskomplexitet: O(|V| + |E|)
Tilldimpning av DFS

DFS kan anvindas for att avgora om en graf &r en DAG (Directed Acyclic
Graph). Idén &r att markera de "halvfardiga” horn for vilka anropet till DFS-
Visit dnnu inte ar avslutat.

DFS-DAG(V, E)

(1) foreach u € V

(2) vis(u) <0

(3) foreach u € V

(4) if vis(u) =0

(5) DFS-Visit (u)
(6) return Grafen dr en DAG
DFS-VIsIT(u)

(1) vis(u) « 0.5

(2) foreach granne v till u
(3) if vis(v) = 0.5

(4) return Grafen innehaller en cykel
(5) if vis(v) =0

(6) DFS-Visit(v)

(7) vis(u) «— 1

Topologisk numrering

En topologisk numrering av en DAG &r en numrering topnum|u] av noderna si
att om (u,v) dr en riktad kant s& ar topnumlu] < topnum(v].
En sddan numrering kan genomféras med en modifierad variant av DFS:

DFS-TOPNUM(V, E)
) foreach u € V
) vis(u) <0
) e V|
) foreach u e V
) if vis(u) =0
) DFS-Visit(u)
)
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(7 return Grafen ar en DAG



DFS-VIsIT(u)

(1) vis(u) < 0.5

(2) foreach granne v till

(3) if vis(v) = 0.5

(4) return Grafen innehaller en cykel
(5) if vis(v) =0

(6) DFS-Visit(v)

(7) vis(u) «— 1

(8) topnum|u] < t

(9) t—t—1

Ytterligare tillimpning: Bipartita grafer

For att kontrollera om en graf G ar bipartit kér vi BFS. Sétt sedan alla noder u
med d[u] jamn till Bl& och de med d[u] udda till Réda. Kontrollera alla kanter.
Om nagon gar mellan en Bla och en R6d nod ar grafen inte bipartit. Annars
ar den bipartit.

Ytterligare en tillimpning: Stark sammanhingande grafer

For att avgéra om en riktad graf G ar starkt sammanhingande viljer vi en
startnod s och gor en DFS-s6kning fran s. Om T = V fortsétter vi pa féljande
sitt: Lat Grep vara G med kantriktningarna omkastade. Gor DFS-s6kning pa
Grev med s som startnod. Om vi ocksa nu far T' = V sa ar grafen starkt
sammanhéngande.

Kortaste viag-problemet

Givet tva horn s och ¢ i en riktad graf G = (V, E), hur hittar man den kortaste
vigen mellan s och ¢?

Kanten e har vikten I(e) som svarar mot ldngden hos végstriackan. Vi soker
alltsa den stig i G fran s till £ som minimerar summan av de ingdende kanternas
vikter.

Vi tillater negativa kantvikter. Men det kan uppsta svarigheter. En cykel i grafen
vars kantsumma &r negativ kallas for en negativ cykel. Negativa cykler stéller
till problem eftersom det inte &r klart vad man skall mena med kortaste vigar
da negativa cykler finns.

En viag mellan tva noder far innehéalla en nod flera ganger. En stig mellan tva
noder far inte innehélla ndgon nod mer &n en gang. Vad &r skillnaden mellan
kortaste vigar och kortaste stigar?

Varje kortaste vig i en graf G &r en stig < Det finns ingen negativ cykel i G.

Om negativa cykler finns sa finns det inte kortaste vigar mellan alla noder
(eftersom man kan hitta vigar med vikt mindre &n —N for varje positivt N).
Déremot finns det alltid kortaste stigar.



De effektiva algoritmer som finns for att hitta kortaste viagar klarar inte av att
hitta kortaste stigar i allmédnhet. Men om grafen saknar negativa cykler ar varje
kortaste véig en stig och problemet uppstar inte.

Det enklaste ar att anta att alla kantvikter ar positiva. Da kan Dijkstras algoritm
anvéndas.

Dijkstras algoritm

DUKSTRA(G = (V,E),s,t € V,l: E — R)

(1) foreach u € V

(2) Miérk « med dfu] = oo

(3) foreach u sa att (s,u) € £

(4) Miérk u med dlu] = w(s, u)

(5) Mark s med d[s] =0

(6) S —{s}

(7) while ¢ ¢ §

(8) Vilj u ¢ S med d[u] minimal.
(9) S — SU{u}

(10) foreach v ¢ S sa att (u,v) € E
(11) if d[v] > d[u] + w(u,v)
(12) d[v] « du] + w(u,v)
(13) plo] — u

(14) return Mérkningen hos ¢

G antas representerad i form av grannlistor.
Nér algoritmen &r klar markerar d[v] kortaste avstandet fran s till v. Kortaste
vigen fas baklanges som p[v], p[p[v]], ...

Dijkstra forts.: Exempel och analys



Tidskomplexitet:

Den inledande méarkningen tar O(|V'|) tid. Att hitta hornet som S ska utvidgas
med tar O(|V]) tid, och detta utfors hogst |V| ganger. For varje kant i grafen
kommer hogst en uppdatering ske.

Totalt: O(|V|+ |V|? + |E|) = O(|V]?)

(eftersom |E| € O(|V]?))

Korrekthetsbevis

Vi antar for enkelhets skull att alla noder kan nas fran s. Lat d[s,v] betyda
kortaste vigen fran s till v och dg[s,v] betyda kortaste vigen som gar genom
noder i S, férutom wv.

Vi anvinder foljande invariant for den yttersta slingan:

Alla noder u i S &r mérkta med d[u] = d[s,u] . Dessutom &r alla v ¢ S med
d[v] < oo mérkta med d[v] = dg[s, v]. Noderna mérkta med dv] = co gér inte
att na med en S-stig.

Invarianten ar sann innan slingan borjar koras. Antag att den &r sann i ett steg
i algoritmen. I nésta steg liggs u till. Vi méste visa att d[u] = d[s, u]. Antag att
d[u] # d[s, u]. I den korstaste vigen fran s till u finns en férsta nod x som ligger
utanfor S. D4 géller §[s, u] = d[s, z] + [z, u]. Men d[s, z] = ds[s, z] = d[z] enligt
antagandet. Da géller (s, u] = d[z] + d[x, u] > d[z] > d[u] eftersom negativa
végar inte finns.

Eftersom d[u] < oo maste det finnas y € S sa att d[u] = d[y] +w(y, u). Eftersom
dly] = dsls, y] s& ar d[y] + w(y, u) langden pa en mojlig vig fran s till u. Darfor
ar 0[s,u] < d[u]. Det ger d[u] = §]s, u].



Vi lagger nu till » till S. Kalla den nya méngden S’. Vi mérker om noderna
utanfor S’. Vi méste visa att d[v] = dg[s, v] for de ommaérkta noderna. Vi antar
att v ¢ S’ ar granne till w och att v har mérkningen d[v] fore en eventuell
ommérkning. Om d[v] = dg/[s,v] = dg[s,v] s& ar dg[s,v] < d[s, u] + w(u,v) =
d[u] + w(u,v). Noden kommer inte att mérkas om utan behaller mérkningen
d[v] = dg[s,v] = dgr[s,v].

Om dg/[s,v] < dg[s,v] s& maste kortaste S’'-vigen ga 6ver u. Lat z vara noden
som kommer efter u pa en sddan vig. Om z # v méaste z € S och dg/[s,v] =
ds[s, ul +w(u, z)+0s[z,v] > ds[s, z] + 5]z, y] > ds[s, v]. Men detta dr omdjligt.
Alltsa maste z = v och dg/[s,v] = dg[s, u] + w(u,v) = d[u] + w(u, v). Noden v
kommer da att mérkas om sa att den far djv] = d[u] + w(u,v) = dg/[s, v].

Nér man gar ur slingan har man beréknat korrekt kortaste avstand d[t] fran s
till ¢.

Negativa kantvikter tillatna

Om en graf har negativa kantvikter men inga negativa cykler sa finns kortaste
vigar. Men de kan inte hittas med Dijkstras algoritm. Mer avancerad algoritm
krévs.

Om en graf har negativa cykler finns féljande val.

1. Acceptera att kortaste avstand inte kan berdknas och forkasta grafen.

2. Leta efter kortaste stigar istéllet for vagar. Ingen effektiv algoritm som gor
detta ar kdnd.

3. Leta efter kortaste vigar med begransning att de far innehalla hogst & kanter.
Detta gar att gora relativt enkelt. (Men &r det det man &r ute efter?)

Bellman-Fords algoritm

Foljande algoritm 16ser problemet enligt fall 1 ovan. Vi antar att varje nod kan
nas fran s. Malet dr da att hitta kortaste viagar fran s till varje annan nod.

oe
=

LLMAN-FORD(G = (V,E),s € V, w: E — R)

(1) foreach u € V

(2) dfu] — o0

(3) d[s] < 0

(4) fori=1to|V]|-1

(5) foreach (u,v) € F

(6) if d[v] > dfu] + w(u,v)
(7) d[v] « dfu] + w(u, v)
(8) plv] —u

(9) foreach (u,v) € F

(10) if d[v] > d[u] + w(u, v)

(11) return Negativ cykel!
(12) return d, p



Om en negativ cykel finns talar algoritmen om det. Annars svarar den med d
och p.

Komplexitet

Inledande mirkningen tar O(]V]) steg. Yttre slingan tar O(|V]) steg. Inre sling-
an tar O(|E|) steg. Det ger tillsammans O(|V||E|) steg. Den sista kontrollen
tar O(|E|) steg. Totalt far vi O(|V||E|) = O(|[V|?). Det ir simre én Dijkstras
algoritm.

Korrekthetsanalys

Vi antar forst att grafen inte har negativa cykler. Da existerar kortaste véigar.
Vi anvinder f6ljande invariant for yttre slingan:

Efter iteration k géller for alla noder u med dfu] < oo att d[u] < d0x[u] dar
0k [u] = ldingden pa den kortaste vig som har hogst k kanter. Pekarna p[u] som
har tilldelats ett virde genererar ett trad som &r rotat i s och om p[v] = u s&
géller d[v] > d[u] + w(u,v).

Pastaendet &r sant for £ = 0. Vi antar att det &r sant for k£ och visar att det
da ar sant for £ + 1 ocksd. Om u kan nas med en vag som innehaller hogst k
kanter finns det en kortaste sidan vég. Kalla langden pa den for 0[u]. Antag
att noden fore u pa en sddan vig ar z. D& maste o [u] = dp—1[z] + w(z, u) och
enligt antagandet ar da dx[u] > d[z]+w(z,w). Om d[u] > d[z] +w(z,u) kommer
d[u] att mérkas om till d[z] +w(x, u). I senare steg i samma iteration kan virdet
pé d[u] minska. I vilket falls som helst kommer d[u] < 0j[u] nér iterationen &r
klar.

For en kant (u,v) med p[v] = u giller d[v] = du] + w(u,v) precis efter mérk-
ningen. Om inte v mérks om (och p[v] dndras) kan dnda d[u] sinkas. Men
d[v] > d[u] + w(u,v) kommer att fortsitta gilla.

Antag att algoritmen i nagot steg skulle inféra en pekare p[y] = = som gene-
rerar en pekarcykel. D& skulle det fore inférandet av pekaren finnas en cykel
(x,y), (Y, 21)s oo, (2r, x) dér dfy] > d[z] + w(z,y) (annars ingen ny pekare) och
med d[z1] > dly] + w(y, z1) o.s.v. for de 6vriga kanterna. Berdkna summan
(dly] — d[z]) + (d[z1] — d[y]) + .. + (d[z] — d[z;]). Summan &r 0 och samtidigt
> w(z,y) + w(y, z1) + ... + w(z,,z). Cykeln ar da negativ vilket dr omojligt.
Pekarna genererar inga cykler. Man kan da l4tt se att de bildar ett trdd som &r
rotat i s.

Antag nu att yttersta slingan i forsta delen av algoritmen &dr klar. D& &r dfu] <
On—1[u] for alla u. Men eftersom det finns en vig w, p[ul, p[p[u]], ... med d[u] =
d[p|u]] +w(plu], u) o.s.v. som leder till s s& ser vi att det finns en viig med virde
d[u] fran s till u. D& maste d[u] = d,,_1[u]. Eftersom varje kortaste viig innehaller
som mest n — 1 kanter far vi d[u] = ldngden pé kortaste vigen fran s till u.

Aterstar att se om sista steget i algoritmen godkéinner grafen. Men d[v] > d[u] +
w(u,v) dr omdjligt eftersom d vérdena nu anger korrekta avstand. Sa grafen
maste bli godkéand.



Antag nu att grafen innehéller en negativ cykel med noderna w1, us, ..., t,. Fors-
ta steget i algoritmen kommer att generera d- virden (som inte kommer att
vara korrekta avstand). Om dfu;t1] < du;] + w(u;, uipq) f6r alla ¢ skulle sum-
man (d[uz] — dlu1]) + (dus] — dluz]) + ... + (d[u1] — d[u,]) vara bade 0 och
w(uy, uz) + ... + w(uy,up). Eftersom cykeln dr negativ ar det omojligt och det
maste finnas ¢ med dfu;41] > d[u;] + w(us, wit1) Den olikheten kommer sista
delen av algoritmen att upptéacka.



