Forelidsning 4: Dekomposition

Dekomposition

Dekomposition &ér en generell metod for att 16sa problem. Metoden bygger pa att
man delar upp ett problem i delproblem av samma typ som ursprungsproble-
met. Uppdelningen fortsétter sedan tills problemet dr nerbrutet i manga triviala
delproblem. Resultaten fran delproblemen sétts sedan ihop till en 16sning av ur-
sprungsproblemet. Komplexitetens beroende av problemets storlek kan oftast
berdknas genom analys av ett rekursionssamband.

Sortering

Tva algoritmer for sortering i tid O(nlogn): Mergesort, Ouicksort. Bada bygger
pa dekomposition.

MergeSort
MERGESORT(v[i..j])
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MergeSort(v][i..m])
MergeSort(v[m + 1..5])
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5 vli..j] = Merge(v[i..m], v[m + 1..5])
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Lat T'(N) vara tiden for att sortera N tal. Da géller

o(1) N=1

1
T(N)= {T(L%J) +T((%D + O(N) annars

eftersom Merge tar tid ©(N) nér indata dr vektorer av lingd N.
Denna typ av rekursionssamband &r vanlig vid analys av algoritmer.
Master Theorem
Sats. Fora>1,b>1 ochd >0 har rekursionsekvationen
T(1)=d
T(n) = aT(n/b)+ f(n)
losningen
e T(n) = O(n'8» %) om f(n) = O(n'°&> =€) for nagot e > 0
e T(n) = O(n'°e»*logn) om f(n) = O(n'°# )

e T(n) = O(f(n)) om f(n) = Q(n'°89+¢) for nigot € > 0 och af(n/b) <
cf(n) for nigot ¢ < 1 for alla tillrickligt stora n.

Tillampad pa analysen av MergeSort fas att tidskomplexiteten dr ©(N log N).



Mer om dekomposition
Vi vill bestamma z - y dar x och y bindrt ges av

n/2
T=1Tp_1°" Tp/2Tpja—1"" T1T0 = 2 26 +b

a b
Y=Yn—1"""Yn/2Yn/2-1"" Y190 = 2"%c +d

c d

Fér n = 2 kan vi anvinda dekomposition:

MuLT(z,y)

(1) if length(z) =1

(2) return z -y

(3) else

(4) [a,0] —

(5) [e,d] —y

(6) prod «— 2" Mult(a,c) + Mult(b, d)
+27/2(Mult(a, d) + Mult(b, c))

(7) return prod

Tidskomplexitet: T'(n) = 4T (n/2) + ©(n), T(1) = O(1) sa T'(n) = O(n?).



Karatsubas multiplikationsalgoritm

Utnyttja (a +b)(c+ d) = ac+ bd + (ad + bc).
En av de fyra multiplikationerna kan tas bort:

MuLT(z,y)

(1) if length(z) =1

(2) return z -y

(3) else

(4) [a,0] — =

(5) [e,d] —y

(6) ac — Mult(a,c)

(7) bd — Mult(b, d)

(8) abed — Mult(a+ b, ¢+ d)
(9) return 2" - ac + bd+

2"/2(abed — ac — bd)

Nu fas T'(n) = 3T (n/2) +0O(n), T(1) = ©(1) med 16sningen T'(n) = O(n'&23)
O(n'9).

Annu béttre prestanda kan fas om man delar talen i tre eller fler delar — r delar
ger O(nlogr(Qrfl))'

I praktiken &r det inte sdkert att detta lonar sig om inte n &r vildigt stort.
Dekomposition leder till en del overhead som kan ta en stor del av tiden fér sma
instanser.

Matrismultiplikation
Vid multiplikation av n X n-matriser kan man anvinda blockmatrisform:
(All A12> (Bll Bl2> _ (Cll 012>
A1 Azz) \Ba1 B Co1 Ca
Genom sambanden

Ci1 = A11Bi1 + A12Bay
Ci2 = A11B12 + A12Bas
Co1 = A21Byy + Az Boy
Cao = A21B12 + A22Bas

far man 8 multiplikationer och saledes

_Jeq) n=1
T(n) = {8T(n/2) +Om?) n>1

och dirmed T'(n) = ©(n3).



Strassens algoritm

Genom sambanden

My = (A3 — Ag)(B21 + Bag)
= (A11 + As2)(B11 + Ba2)

Ms = (A11 — Ag1)(B11 + Bia)

My = (A1 + A12)Bao

Ms = A1 (B2 — Ba2)

Mg = A (Boy — B11)

My = (A21 + As2) By

Cn =My + My — My + Mg
Cra = My + Ms
Ca1 = Mg + M7
Cog = My — M3 + Ms — My

kan antalet multiplikationer minskas fran 8 till 7sa T'(n) = O(n'°827) = O(n2:81).
Snabb Fouriertransform (FFT)

Givet tva polynom A(x) = Z;L:_Ol ajz? och B(x) = 2?2_01 bjz’, hur bestimmer
man effektivt produkten C(z) = Z?(:%_l) cjxl?

Hur fort det gar beror pa vilken representation som anvénds.

Tva vanliga representationer:

o Koefficientform
Ett polynom representeras som de n
koefficienterna.

e Punkt-virde-form
Polynomet A(z) representeras som n par (z;,y;) diar y; = A(x;). De n
talen z; ar fixa.

Koefficientform:
Att evaluera ett polynom A(z) = Z;L:_Ol a;x’ pa koefficientform kréaver n multi-
plikationer med Horners regel:

A(x) = ag + z(a1 + z(az + z(az--+)))

Att addera A(x) = Z?:_Ol ajz? och B(z) = Z?:_Ol bjz? tar O(n) tid medan det
tar ©(n?) tid att multiplicera dem.

Gar det att multiplicera polynom snabbare?

Punkt-virde-form:

Att multiplicera tva polynom pa punkt-virde-form gar snabbt (O(n) multipli-
kationer) om de &r evaluerade i samma 2n punkter:

Produkten av {(z;,y:)} och {(x;, z;)} ar {(xs,y:2:)} och summan &r {(z;,y; +
A andra sidan dr det knepigare att evaluera ett polynom pa punkt-virde-form
i en godtycklig punkt.

Att ga fran punkt-virde-form till koefficientform (d.v.s. interpolera) kan goras
pa ©(n?) tid med Lagranges interpolationsformel:

Hk;ﬁg - xk)



Schematisk multiplikationsalgoritm:
Koefficientform lampar sig bra for evaluering i godtyckliga punkter medan punkt-
varde-form lampar sig bra fér multiplikation. Kombinera styrkorna hos de bada
representationernal
Multiplikation av A(z) och B(x):

1. Evaluera polynomen i punkterna x;.

2. Multiplicera polynomen pa

punkt-varde-form.

3. Interpolera tillbaka till koefficientform.
Problem: Hur ska punkterna x; véljas sa att evalueringen och interpolationen
gar snabbt?

Diskreta fouriertransformen

0

Evaluera polynomen i de komplexa enhetsrotterna w0, wl, ... w1 dir w, =

eZﬂi/n.
Transformen av A(z) = Z;L:_Ol ajz? skrivs
DFTn(<a0, ey an_1>) = <y0, ey yn—1>
dar
n—1 N
yr = AW = Z a2k,
=0

De n koefficienterna ger n “frekvenser”. Jamfor
o= [ rwe i

som &dr den kontinuerliga transformen.

FFT: Effektiv berikning av DFT

n—1
Vi har y;, = A(wF) = Z ajezmjk/". Separera udda och jamna gradtal i A:
§=0
n/2—1 n/2—1
A@) = > ag;(@®) +2 Y a1 (a®)
3=0 j=0

= A0 (2%) 4 zAD (2?)
For k < n/2 ar
n/2—1
Z a2j647rijk/n
3=0

n/2—1
ik
= Z a2jwn/2
j=0

= DFT,>({ao, az, - .., an—2))k

=
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dar DFT,({ag,...,an—1))k ar det k:te elementet av transformen.
P& samma sétt fas, for k < n/2,

AM(w2%) = DFT,, 5((a1, az, - - ., an—1))x

For k > n/2 kan man litt visa att

A[O](wik) _DFTn/2(<a07a27 ~7an72>)k—n/2
AM(W¥) = DFT,, j5((a1, a3, ..., @n-1))k—n/o
wk _ _ws—n/Q

For att bestimma DFT, ({ao, . . ., an—1)) utgar vi alltsa fran DFT), /5((ao, az,
och DFT, /5({(a1,as,...,a,—1)) och kombinerar ihop lampliga virden.
FFT &r ett exempel pa dekomposition — basfallet &r DFT; ({(ag)) = {(ag).

Algoritm for FFT

Vi antar att n dr en tvapotens.

DFTn(<a0, ai, ... an_1>)
ifn=1
return (ao)
Wy, — 627ri/n
w1
y[O] — DFTn/2(<a0a az, ... 7an—2>)
y[l] — DFTn/2(<ala ag, ... 7an—1>)
for k=0ton/2—-1

~N O U W N

o~~~ o~ —
_= O — o D N

8 Yk y][CO] + W?J/[cl]

9 o] 1]
yk+n/2 — yk; wyk

1 ) W — W - Wp

11) return (Yo, Y1, -, Yn—1)

Tidskomplexiteten 7'(n) uppfyller

o) n=1
T(n) = {2T(n/2) +Om) n>1

med 16sningen T'(n) = ©(nlogn).

Invers till DFT

e ,an_2>)

For att ga tillbaka fran punkt-viarde-form till koefficientform méaste DF'T inver-

teras.
Relationen y = DFT,(a) kan pa matrisform skrivas

0 0 0

Yo Wp, Wp, e Wn, ao
0 1 n—1
Y1 W W e W ai

n—1 . w’ﬁbnfl)(nfl) a

0
Yn—1 Wh, n—1

€
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Inversen a = DF'T,;!(y) svarar mot att matrisen ovan inverteras. Man kan visa
att

DFT;1(<y0ay17' <. 7yn—1>) = <a07a17~ .. 7an—1>
1 n—1
ik
aj = E;ykwnj

s& FFT-algoritmen kan anvidndas ocksé for
bestdmning av DFT 1.

Polynommultiplikation med FFT

Vi vill bestimma C(z) = 23262 c;xt = A(x)B(x) dir A(x) och B(z) har
grad n— 1. Eftersom C(z) har 2n — 1 koefficienter duger det inte att arbeta med
DFT,, — vi méaste betrakta A(z) och B(z) som polynom av grad 2n — 1.
Algoritm:

<y07 . ygn_1> — l)quQn«Clo7 ey an_l,O, e 7O>)

<Z()7 PN Zgn_1> — DFTQn(<b0, ey bn_l,O, e 7O>)

<Co, e an_1> < DFTZ_nl(<y020, ey ygn_1z2n_1>)

(Detta forutsdtter att n dr en tvapotens.)

Tre DFT péa vektorer av 1ldngd 2n och 2n multiplikationer i transformplanet =
O(nlogn) tid.

TillAmpningar av FFT

Inom bl.a. f6ljande omraden anvinder man DFT eller besldktade transformer.

e Signalteori
DFT ger den diskreta motsvarigheten till frekvensspektrum.

e Bildbehandling
DFT och DCT (diskreta cosinustransformen) anvénds for analys och kom-
primering.

e Aritmetik pa stora tal
De effektivaste algoritmerna for multiplikation (tid O(nlognloglogn))
anviander FFT.



