Foreldsning 11412: Approximationsalgoritmer

Manga av de NP-fullstdndiga problemen &r fran borjan optimeringsproblem:
TSP, Graph Coloring, Vertex Cover etc.

Man tror att P # NP och att det alltsd inte gar att l6sa problemen exakt i
polynomisk tid.

En approximationsalgoritm till ett optimeringsproblem i NP ar en algoritm som
i polynomisk tid hittar en l6sning som garanterat ligger nira den optimala.

Approximation av Vertex Cover

APPROXVERTEXCOVER(G = (V, E))

(1) C—0

(2) while E # ()

(3) Ta godtycklig kant (u,v) € E

(4) C— CU{utU{v}

(5) Ta bort alla kanter i £ som innehaller u eller
v

(6) return C

Algoritmen returnerar alltid en hérntéackning: Nar en kant togs bort lades minst
ett av de ingaende hornen till C.

Betrakta kanten (u,v) i nagot skede i algoritmen. Minst ett av hérnen u och v
maste inga i alla horntackningar, algoritmen later bada ingé.

= Den resulterande hérntackningen &r hogst dubbelt s& stor som den optimala.
Tidskomplexitet: O(|E|)

Matt pa approximerbarhet

Approzimationskvoten for en algoritm &ar

approx .. . .
max f6r minimeringsproblem
opt
opt .. N
max fér maximeringsproblem
approx

Den é&r alltsé alltid > 1 med likhet om algoritmen alltid hittar den optimala
16sningen.

Annars ar den ett matt pa hur langt fran den optimala 16sningen algoritmen
kan vara som vérst.

Algoritmen for minimal horntdckning har approximationskvot 2 eftersom den
ger en horntackning som &r hogst dubbelt sa stor som den minimala.

Grader av approximerbarhet

De NP-fullstédndiga problemen &r vdsentligen lika svéara att 10sa exakt men &r
olika svara att approximera:

e For en del problem finns det for varje
€ > 0 en polynomisk algoritm med
approximationskvot 1 + e.

Ex.: Kappséacksproblemet



e Andra problem kan approximeras inom nagon konstant > 1 men inte
godtyckligt ndra 1 om P # NP.
Ex.: Minimal horntackning

e Det finns problem som inte kan approximeras inom nagon konstant om
P £ NP.
Ex.: Maximal klick

Approximation av TSP

Visa att TSP¢ APX dvs att TSP inte kan approximeras.
Antag motsatsen dvs att TSP kan approximeras inom faktor B.
Reduktion fran Hamiltoncykel:

HAMILTONCYKEL(G)

(1) n V|

(2) foreach (v;,v;) € E

(3) w(pi, pj) 1

(4) foreach (v;,v;) ¢ E

(5) w(pi, pj) — |V|B

(6) if TSAPPROX(p;,t) < |V|B
(7) return TRUE

(8) return FALSE

Om TSAPPROX kan approximera TSP inom faktor B s avgdr ovanstaende
algoritm ifall det finns en Hamiltoncykel i G vilket &r NP-Fullstéandigt. Det ger
motsigelse.

Kappsacksproblemet

Indata dr n objekt dér objekt i beskrivs av paret (w;,u;). w; ar objektets vikt
och wu; dr dess nytta; bada &r positiva heltal.

Beslutsproblemet ar att avgéra om det gar att vélja ut objekt av total vikt
hogst W sa att den totala nyttan blir minst U.

Detta problem ar NP-fullstdndigt.

Motsvarande optimeringsproblem kan formuleras

max Z ;U
i
sa att » waw; <W
i
x; € {0,1} Vi
DynP-16sning av kappsicksproblemet
Lat V; ; vara den minsta vikten som ger nyttan ¢ nér bara de j forsta objekten

far viljas. Har ar 1 < j < n och 0 < ¢ < nmaxu; eftersom malfunktionen &r
hogst n max u;.



Da ar
V()J:O7 j:l,...,n
Vi1 =w
Vii =00, ©#um
Vi =min{V;j_1, Vicu, j-1 + w; }

Det tar O(n? maxu;) tid att fylla i hela tabellen.

Optimalvirdet dr det storsta ¢ sddant att

Vi < W,

Ur tabellen ar det sedan ldtt att hitta en méngd som ger detta virde pa mal-
funktionen.

Pseudopolynomiska algoritmer

Algoritmen A ar pseudopolynomisk om tidskomplexiteten &r polynomisk i n,
indatas langd, och M, det storsta talet som ingar i indata.

Obs:

En algoritm som &r pseudopolynomisk kan trots allt vara exponentiell i n. Om
indata ar ett m-siffrigt binért tal kan ju M ~ 2".

Ett NP-fullstdndigt problem som bara kan ha en pseudopolynomisk algoritm
om P = NP &r starkt NP-fullstindigt.

Approximationsalgoritm fér kappsécksproblemet

Den exakta algoritmen fungerar bra om nyttokoefficienterna u; i indata &r smaé.
Skala darfor dessa med en faktor § och kor den exakta algoritmen:

APPROXKNAPSACK (U, W)

(1) § — €u2n

(2) fori=1ton

(3) i — [uq]

(4) return ExactKnapsack(U’, W)

(Vi 1ater umqe = maxu; och wpe, = max w;.)
Fragor:

e Vilken approximationskvot fas?

e Vilken ar tidskomplexiteten?
Analys av algoritmen

Vi antar att
1. Waee < W5 w; > W ar ointressant

2. W < nwpqy; annars bestar 16sningen av alla objekt



Lat opt vara optimum till (U, W)-instansen och approx vara malfunktionsvirdet
hos den approximativa 16sningen.

Lat vidare I C [n] vara indexen till de objekt som ingér i 16sningen till (U, W)-
instansen och I’ vara losningen till (U’, W)-instansen. D& &r

approx = Y _u; > % > 6us) > %ZLMJ

i€l i€l el
1 1
> 5(527“ —n) = g(éopt —n)=
i€l
n
= opt — 5 > opt(l —€/2)

Analys, forts.

D.v.s. approximationskvoten &r

opt 1 <14e

<
appror — 1 —¢/2

Kortiden dr O(n3/e).

Det betyder att approximationskvoten kan fas godtyckligt néra 1 i polynomisk
tid.

Detta dr ett exempel péd ett approzimationsschema (eng. Polynomial Time
Approximation Scheme, PTAS).

Flera PTAS:er for andra NP-fullstdndiga optimeringsproblem bygger pa samma
typ av skalning som i algoritmen ovan.

Terminologi

NPO
Klassen av optimeringsproblem i NP.

APX
De problem som kan approximeras inom nagon konstant.

PTAS
De problem som kan approximeras inom varje konstant 1 + .

Det finns ett flertal problem (t.ex. minimal horntéckning) som tillhér APX men
inte PTAS om inte P = NP.
Det finns ett specialfall av Handelsresandeproblemet som gar att approximera.

Approximation av TSP med triangelolikhet

Triangelolikheten: w(i, j) < w(i, k) + w(k, j) for alla noder 1, j, k.

Triangelolikheten medf6r att om ¢, j, k1, k2, ..., ks bildar en cykel i grafen sa géller
w(t,7) < w(i,ks) +w(ks, ks—1) + ...w(ky, 7).

Problemet TSP med triangelolikhet brukar kallas A TSP.
Sats: A TSP ar NP-fullstdndigt.

Antag att vi har ett minimalt spdnnande trad T i grafen. Om vi gar fram och
tillbaka fran en nod i tradet till alla andra noder far vi en vig av langd 2w(T)



dar w(T) &r summan av kantvikterna i tridet. Vagen ar forstas ingen tillaten
16sning eftersom den inte dr en cykel. Lat C' vara en optimal cykel.

w(C) = OPT. Eftersom C dr spannade trad + en kant fas w(T") < w(C).

2.w(T) <2 -w(C) <2-OPT

Vi kan géra om tréadvandringen till en cykel C7 genom att vandra runt noderna
i den ordning de besoks i inorderordningen i tradet.

Pastaende: w(C1) <2-w(T)
Det gar att visa genom upprepad anvindning av triangelolikheten.

Vi har nu:

w(C) <w(Ci) <2-w(T) <2 -w(C)

Vi siitter APP = w(Cy). Vi far da:

OPT < APP <2.-0OPT

Berdkningen av AP P géar att gora i polynomiell tid. Approximationskvoten blir
B=2.

Det finns en mer avancerad algoritm for approximation av A TSP som heter
Christofides algoritm. Den bygger pa samma idéer som ovanstiaende algoritm
men lyckas pressa ner approximationskvoten till %



Ladpackning
Givet tal S = {s1,82,...,8,} 0 < s; < 1 skall vi packa talen i lador som bara
rymmer summan 1. Vi skall anvénda sd fa lddor som mdjligt
Beslutsproblem: Givet S och K, gar det att packa talen i K lador?
Problemet dr NP-fullstandigt.
Bevis: Vi visar att PARTITION < LADPACKNING.

Givet en lista P med tal beréknar vi W = ). p;. Vi kan anta att alla p; < %
(annars skulle svaret pa partionsproblemet vara NEJ trivialt). Skala om:

2pi
w

Sitt K = 2. Det ger var instans av LADPACKNING.

S; =

Approximation av Ladpackning

Vi beskriver en metod som kallas First Fit Decreasing (FFD).

Sortera S sd att s>s2 > ... > s,. Vi ténker oss att vi har en f61jd av tomma lador
beredda. Vi placerar s; i forsta ladan. Sedan placeras talen i tur och ordning i
den firsta ladan den far plats i.

Ex: S ={0,8,0,5,0,4,0,4,0,3,0,2,0,2,0,2}.
FFD placerar talen enligt:

L. | 08,02
L. | 05,04
Ls | 04,0,3,0.2
M 0,2

Denna placering ar inte optimal eftersom talen kan placeras i 3 lador. (Hur?)
Komplexiteten blir O(n?). Vi goér nu en analys av hur bra approximationen #r:

Pastaende: Liat OPT vara det optimala (minimala) antalet lador som kravs.
Alla objekt som placeras i "6verflodiga” lador av algoritmen har storlek < %

Varfor?: Tal som &r > % maste hamna i olika lador. Det finns inga val i det
fallet. De enda tal som kan placeras "fel” ar de som ar < %

Pastaende: Antalet tal som placeras i "6verflodiga” lador ar < OPT — 1.

Bevis: Vi vet att alla talen kan placeras i OPT antal lador. Det betyder att
Antag att OPT st objekt med storlek t1, %o, ...,topr placeras i dverflodiga la-
dor. Lat b; vara summan av innehallet i lada ¢ for 1 < ¢ < OPT efter att
approximationsalgoritmen korts. Da maste ¢; + b; > 1.

S5 >+ 2 = S (b + t;) > OPT. Det ger motsiigelse.
Om OPT = m sa placeras alltsad hogst m — 1 av storlek % i overflodiga lador.
APP < m+ [

m 2" 3

Det betyder attglgoritmen approximerar inom faktorn 3.



