Foreldsning 6: Ford-Fulkersons flodesalgoritm
Maximalt fléde i graf

Vi har en riktad graf G med tal c¢(e) > 0 definierat f6r varje kant e i grafen. Vi
har en killa s och en sénka t.
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Med f(e) menar vi ett fldde som skickas som gar i kanten e. For flodet skall
foljande galla:

0< f(e)<cle)forallaec FE

Lat sedan In(v) betyda méngden av kanter som gar in till v och Ut(v) méngden
kanter som gar ut fran v. Da giller

Z fle) = Z f(e) for alla v utom s, ¢

e€ln(v) e€Ut(v)
Vi kallar v(f) = X cpys) f(€) for storleken pa flodet.
Lite notation: Om e = (u,v) skriver vi f(e) = f(u,v).
Om X CVY CVsadr f(X,Y)=3 cx ey f(@,9)

Ett snitt dr en partition av V' i tva disjunkta delar X och Y sddana att s € X
ochteY.

Om (X,Y) &r ett snitt sa ar v(f) = f(X,Y) — f(V, X)

Bevis: Om z ar en nod och e ar en kant sitter vi

¢(x,e) =1  om e gar ut franx
¢(x,e) = —1 om e gar in tillz

¢(r,e) =0  annars

Da géller
o(f) =22 o(s,€)f(e)



Y. o(x,e)f(e) =0 for alla « utom s och ¢t.

O(f) = pex 2o la,e)f(e)
Men om e = (z1,x2) sa ger e bidrag f(e) fran ), ¢#(x1,€)f(e) och bidrag — f(e)

fran -, ¢(x2,e)f(e).

Sa en kant e; = (z,y) ger bidrag f(e1) fran Y > é(z,e)f(e)
och en kant e3 = (y, ) ger bidrag —f(e2) fran ) > é(xz,e)f(e).
Det ger v(f) = f(X,Y) — f(Y, X).

Specialfall:
v(f) = f(s,V —s) = f(s,V).
o(f) = f(V —=t,1) = f(V,1).

Hur hittar man maxfléde s — t?

Idé (Ford-Fulkersson): Om flédet inte dr maximalt s& hittar vi en stig s — ¢
som det gar att 6ka ldngs. Oka sedan. Men hur hittar man sadana stigar?

Residualgraf

Givet grafen G och ett fléde f sa definierar vi en ny graf Gy. Gy har samma noder
som G. Om e &r en kant 1 G sa finns e med i G5 ocksa. Vi cs(e) = c(e) — f(e).
Om e = (u,v) dr en kant i G med f(e) > 0 och ¢’ = (v,u) inte finns med redan
s& lagger vi till kanten. Sedan sétts c¢(e’) = f(e). Kanter som nu har c¢(e) =0
tas inte med i Gy.

Kapaciteten"cy(e) ar ett matt pa mojligheten att dndra flodet.

Observera att cf(e) > 0 for alla e € Gy.

Exempel:
Flodet av viarde 3 i grafen

ger restflodet



Residualgrafen G ¢ anger hur mycket flodet kan dndras pa de olika kanterna.
Utokande stig

En utékande stig p &r en stig s — ¢t 1 Gy. Lat §, = min{cy(u, v) dér (u,v) ar kanter i p}.

A, f ar en adndring i flédet som ges av

0p om(u,v) €Ep
Apf(u,v) = ¢ =8, om(v,u) €p
0 annars

Vi bildar nytt fldde genom att sétta f'(u,v) = f(u,v) + A, f(u,v). Det ger
o) = v(f) + 3.

Ford-Fulkersons algoritm

FORD-FULKERSON(G = (V, E),c)
(1) foreach e € £

(2) fle) =0

(3) while det finns vig p sddan att s — ¢t i Gy
(4) 0 — min{cs(u,v) : (u,v) € p}

(5) foreach (u,v) € p

(6) if (u,v) € E

(7) fu,v) = fu,v) +6

(8) if (v,u) € E

9)

Om utékande stig finns dr f inte maximalt. Det omvanda géller : Om det inte
finns utckande stig &r f maximalt. Hur visar man det?

Snitt
Kapaciteten C'(X,Y’) dr definierad som >_ . x >°, cy c(z,y).

Viktig olikhet: v(f) < C(X,Y) {or alla snitt X, Y.
Bevis: Vi har v(f) = f(s,V) = f(s, V) + f(X —5,V) = f(X,V) =



fXX) + F(XY) = f(XY).
Men f(X, Vi=2.21 (e,9) < Do 2y clmy) = C(X,Y).

Antag att f inte har ndgon uttkande stig.

Satt Xy = {v s& att det finns en stig s — vi Gy}. Sétt Yy =V — X;. D4 &r
(Xf,Ys) ett snitt. Om u € X och v € Yy och (u,v) € E maste f(u,v) = c(u,v).
Om (v,u) € E maste f(v,u) = 0. Vi har darfor |f| = C(Xy,Ys) Vi inser ocksa
att C(Xy,Yr) maste vara ett snitt av minimal storlek.

Ford-Fulkersons sats: Virdet pa det maximala flodet i en graf &r lika med
viardet pa det minimala snittet.

Effektivare flodesalgoritmer

Det finns grafer for vilka Ford-Fulkersons

algoritm fungerar daligt:
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Edmonds och Karp hittade foljade forbattring: Oka alltid flodet lings den kor-

taste stigen i residualgrafen (hittas med BFS). Hogst |V||E| iterationer behovs.

Detta ger tidskomplexiteten O(|V||E|?) € O(|]V ) eftersom uppdatering av fl6-

det tar tid O(|E|).

Den bista kinda algoritmen fér problemet har tidskomplexiteten O* (min(|V'|?/3, |E|'/2)| E|)
(Goldberg och Rao, 1997).

f(n) € 0*(g(n)) om f(n) € O(g(n)log" n) for nagot k.

Matchning

I en bipartit graf G med V = X UY &r en matchning ett urval av kanter sa
att inga kanter har gemensamma noder. Om m &r matchningens storlek och
m = |X| har vi en fullstdndig matchning X — Y. Om m = |X| = |Y| har vi en
perfekt matchning.

En beteckning: Om A C X s& dr I'(A) C Y de noder som é&r forbundna med
noder i A.

P. Halls sats: Det finns en fullstdndig matchning X — Y om och endast om
|A| < |T'(A)]| for alla A C X.

Bevis: Endast om gar 1att att se. Vi visar det finns en fullstdndig matchning om
villkoret dr uppfyllt. Vi antar att |A| < |T'(A)]| alltid géller. Anvind induktion
Gver storleken pd X. Om | X| =1 sa finns det f6rstds matchning.



Falll: |A] < |T'(A)| galler for alla A C X. Valj 1 € X. |T'(x1)| > 1. Matcha
z1 med ndgon granne y;. Satt X' = X — a1, Y/ =Y — y;. Lat IV beteckna
grannméngder i nya grafen. Lat A’ C X'. Villkoret |A’| < |TV(A’)| maste da
gilla eftersom |A’| < |T'(A’)| Enligt induktionsantagandet kan X’ matchas in i
Y’

Fall2: Det finns A sd att |A| = |T'(A4)]. Enligt induktionen kan A matchas med
enmangd Y4 CVY.Satt X' =X —-A,Y' =Y —Y,. Lat A/ C X'. Vi vill visa
att |A'| < |IV(A")| Vivet att [T(A'UA)| > |A'|+]A]. TV(A'UA) =T(4")-T(A).
ITV(AN)] = [T(A"UA)|— T(A)| > |A"UA| —|A] = |A’]. Induktionen visar att X’
kan matchas in i Y.

Maximal matchning som flédesproblem

Problemet att hitta en maximal bipartit matchning (d.v.s. maximalt antal in-
gaende kanter) kan 16sas genom att bilda ett flédesproblem och sedan 15sa det:
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Alla kanter har kapacitet 1 riktad at hoger. Konstruera ett maxflode.

Sats: Om alla kanter i en graf G har heltalskapaciteter sa kommer maxflodesal-
goritmen att ge ett fldde som har heltalsvirde i alla kanter.

I var graf kommer kanterna att fa fléde 0 eller 1. Lat M vara méngden av kanter
som har fléde 1. Da kommer M att bilda en maximal matchning.



