Linjarprogrammering
Ett linjarprogrammeringsproblem pa allmén form ser ut som
Minimera Z;L:l CjT;

o n .
da Do @ity Sbii=1,2,...m
Lj>0

Variant: Vi kan vilja maximera istéllet.
Vi kommer att studera féljande exempel flera ganger.
Firman Fajo AB

Firman Fajo tillverkar bandyklubbor och ishockeyklubbor.
Det finns tva produktionsmoment: Sagning och limning.

Vi har f6ljande tidsatgang
Sagning Limning

Ishockey 7 16 (i minuter)
Bandy 10 12

Firman har kapacitet for 3600 minuters sagning och 5400 minuters limning per
vecka.

Klubborna kan séljas for
Ishockey: 125 kr men har en produktionskostnad pa 105 kr.
Bandy: 115 kr men har en produktionskostnad pa 97 kr.

Lat z1 vara antalet tillverkade ishockeyklubbor och x5 antalet tillverkade bandyk-
lubbor.

Vi far problemet

Maximera z = 20x; + 18x9
da

Tr1 + 10xo < 3600

1621 + 1225 < 5400

1,22 > 0

Obs: Kan 6verforas till allmén form genom att vi minimerar -20z1-18x5



En likhet som t.ex. 3x1 + 4x2 = 100 kan skrivas som tva olikheter

3z + 4x9 < 100
3z + 4x9 > 100

Vi vill hitta en metod for att 16sa LP-problem.

Simplexmetoden

Forberedelse: Vi gar fran allmén form till standardform.
Standardform: Vi har likheter istéllet for olikheter.

Ex:

Minimera z = 3z1 + 522 - 23

da

T — Ty + 23 =25

x1 + 229 + 43 = 12

x1,x2,23 2 0

Trick for att fa likheter: Slackvariabler.

Ex: Vi har forst x7 + 3z2 < 10

Vi satter x3 = 10- (x1 + 322 )

xg ar en ny slackvariabel.

Vi far likheten 1 + 322 + 3 = 10

Fajo-problemet pa standardform blir

Tx1 + 1029 < 3600 gors om till 7Txy + 10x2 + 3 = 3600
16x1 4+ 12z5 < 5400g6rs om till 16z, + 1229 + x4 = 5400
Vi far

Maximera 2z = 20z + 18 xo



da 7z + 10xo + 23 = 3600
16z1 + 1225 + x4 = 5400
Z1, T2, T3, T4 2 0

Abstrakt formulering av standardform
Minimera z = Y7 c;x;

da

Z?:l aijT; = bl i= 1,... , 1

z; 20 j=1,..n

Genom att infora matriser kan vi skriva

Minimera &X'z
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Exempel: Fajo igen.
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Minimera (-20 -18 0 0)

7 10 1 0) |22 < 3600
16 2 0 0/ |x3| ~ \5400



X1 0

X9 0
>

X3 = 0

Xy 0

For enkelhets skull kan vi ga tillbaka till att maximera z = 20 x1+ 18 zs.
Var finns den optimala 16sningen?

I Fajo-problemet maste

7 x1+ 1029+ x3 = 3600
16 1 + 1229 4+ x4= 5400

En mojlighet ar att z3= z4= 0

7 x1+ 1025 = 3600
16 x1 + 1229 = 5400

Losning av systemet ger 1~ 142 x5 ~ 260
Det ger z =~ 7520

Men vi kan ocksa t.ex. sétta zo = 4= 0
Det ger ekvationerna

Tx1+ x3 = 3600
16z, = 5400

Det ger x1 ~ 337 x3~ 1237

Da blir z =~ 2362.

Det ar samre.

Finns det fler mojligheter?

Basl6sning;:

Antag att det finns n variabler och m ekvationer. Antag att n-m variabler
satts till 0.

Da ar de 6vriga m variablerna entydigt bestdmda. Detta &r en baslosning.
Tillaten baslésning:

Om alla variabler &r > 0 har vi en tillaten baslésning.



Losningen till ett LP-problem &r alltid en tillaten baslosning.

Men vilken baslosning?

Det finns manga mojliga baslosningar att testa.

Metod:

Variabler som &r 0 4r icke-basvariabler. De &vriga &r basvariabler.
Vi testar olika baslosningar genom att byta basvariablerna en i taget.
Exempel: Minimera z = 2z1 + 3

da 3z + 22 =10
x1,22 20

Satt 1 =0

bé ar xo = 10

Da ar z = 10.

Byt sa att 9 = 0 .

Da ar z; ~ 3,33

Da blir z ~ 6,67.

Det ar battre.

Hur vet man att man hittat den bésta baslosningen?
Ex: Fajo

x1 = 14229 = 260z = 7520

Hur vet vi att den I6sningen &ar bést?
Vi kan skriva

Ir3 = 3600 - 7.%1 —10x2
xq4 = 5400 - 1621 - 1229

21 = 0,158z5 - 0,13224 + 142,1



9 = -0,2z3 4+ 0,092z4 + 260,5

Det ger z = 20x; + 18z = 20(0,15x3 - 0,13z4 + 142,1) + 18( -0,21x3 +
0,09z4 + 260,5) =

7520 - 0,623 - 0,984

Vi ser att det inte lonar sig att oka x3 eller x4.
Alltsa maste varje dndring vara en forsamring.

Strategi for Simplexmetoden

Antag att vi har ett maximeringsproblem och att vi har en baslésning med

Y1, Y2, --- , Ym sOM basvariabler och vy, v , ... , vp_;,m som icke-basvariabler.
Vihardasatt vy = v9 = ... = Uy, = 0
Det gar att skriva w1, yo, ... , Ym som funktioner av vy, va , ... , Up—m

Y1 = f1 (U1, Un—m) Y2 = f2 (U1, ees Vi)

Da gar det att skriva z pa formen

Z = C1U1 + C2V2 + ... + Ch—mUn—m + 20

Om alla ¢; dr < 0 sa har vi en optimal 16sning.

Om nagot ¢; > 0 t.ex. c1 > 0 sa lonar det sig att oka vy. Da maste
véarden pa y-variablerna éndras. Hur mycket?

Om vi har ett minimeringsproblem l6nar det sig att 0ka variabler med ¢; <
0. I 6vrigt ar problemet och metoden precis densamma.

Ex:

Minimera z = 2z + 222 + z3
da

1 +x9+2x3=2>5

T1 — T + 223 =8

x1,T2,73 = 0

En 16sning &r x3 = 0 (icke-basvariabel).

Det ger



T+ T =5—1x3
1‘1—1‘2:8—2l‘3

2z; =13 — 3z3
13 3

xr, = 5 51‘3

21‘2 = —3—$3
3 1

Tg = —5 + 373

7 = 2(% - %Jjg ) + 2(—% + %.133) + x3 = 10-z3
Det lonar sig att 6ka x3. Men hur mycket?

z1 och z9 maste vara > 0.

vl
Pl

Ir =

x3
Det betyder att z3 < %

Ty =-3 + ju3

Det betyder att z3 > -3

Det ger begréansningen x3 < 12 for ékning av xs.
Om z3 = 13—3%'Lr z1 = 0.

Toblir —%-ﬁ-%:%

Skriv nu zs, x3 som funktioner av x;.

13 2
I3 = 3 - gfﬂ]
_ 3 1 _ 3 1,13 2 _ 2 1
o _5 + 51-3 _§ + 5(? - _xl) = - 3T

z=10—m3=10—§+§x1=%+§x1
Har 16nar det sig inte att oka z;. Vi ar klara.
Simplexmetoden med tablardkning

Ex:

Minimera z = 30x1 + 2 z2

da



2z1 + 2 + 23 = 100
1 + x2 + x4 = 80
1 + x5 = 40

T1, T2, T3, Ta, T5 = 0

Vi startar med z1 = x5 = 0.

Da ar z3 = 100, z4 = 80, x5 = 40.
z = 30x1 + 20 a9

Vi satter z - 30z - 2022 =0

Vi sammanstaller i en starttabla.

z T To T3 T4 Ts b

1 -30 -20
T3 2 1 1 100
Xy 1 80
Is 1 40

Positioner som ar 0 har inte skrivits ut.
Vi ser att det 16nar sig att oka x; eller 5. Vi 6kar x7.

Begréansningen ar

100- 22, 2 0
80-z1 20
40—1‘120

Den snéavaste begransningen ar den sista. Vi sdtter z; = 40.
Da géller x5 = 0

21 utgar ur basen och x5 ingar.

Gor foljande i tablan:

Tag sista raden och dra fran 4:de och 3:dje.
Tag 2* sista raden och dra fran 2:a.

Tag 3* sista raden och lagg till 1:a.

Det ger tablan



zZ T1 Ty X3 T4 Xs b

1 —20 30 1200
T3 1 1 -2 20
T4 1 1 -1 40
1 1 1 40

Tolkningen ar

z = 1200 + 30z2 - 30z5

1‘3:20-l’2 +2£U5

xy = 40 - 29 + x5

Tr1 = 40 - Is

Nu I6nar det sig att oka xo

Begransningen ar 20,40,40. Vi ser att 20 ar minst.

Det betyder att x3 utgar ur basen och att zo ingar.

Tag 20* 2:a raden och lagg till 1:a.
Tag 2:a raden och drag fran 3:dje.

Det ger tablan

zZ X1 To XT3 T4 Xy b

1 20 —10 1600
T9 1 1 -2 20
Ty -1 1 1 20
T1 1 1 40

Nu l6nar det sig att oka 5.
Begransningarna ar 20,40.
x4 utgar ur basen och x5 ingar.

En berdkning av liknande slag ger tablan

Z X1 T X3 T4 Ts b

1 10 10 1800
T2 1 -1 2 60
Ts5 -1 1 1 20
1 1 1 -1 20

Nu I6nar det sig inte att dandra mer.
Vi har fatt en 16sning med z = 1800
To = 60%5 = 201‘1 = 201‘3 =Xy = 0



Generell beskrivning av metoden

Vi antar att vi har ett maximeringsproblem.

Z X1 L2 e eee ... b
1 C1 C2 bo
b1

Hitta icke-basvariabler med c-virde < 0. (Valj storsta c-véirde.)
Antag att det t.ex. ar xg

€g
c8

aig . bi

b?' minimalt fast > 0.

aig

Hitta det varde i som gor
Antag t.ex. att det &r i=>5.

Da skall xg in 1 basen och x5 ut ur basen.

Reducera sa att kolumn 8 bestar av 1 raden som motsvarar 5.

Fortsatt tills ingen icke-basvariabel har negativt c-virde.
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