Algoritmer och Komplexitet ht 08. Ovning 2

Dekomposition

Max och min med dekomposition I vektorn v[l..n] ligger n tal. Konstruera en dekomposi-
tionsalgoritm som tar reda pa det storsta och det minsta talet i v. Algoritmen ska anvinda
hogst [3n/2] —2 jamforelser mellan v-element. Antalet tal i v behover inte vara en tvapotens.

Matrismultiplikation Strassens algoritm multiplicerar tva n x n-matriser i tid O(n?-%%®) genom
dekomposition i 2 x 2-blockmatriser. Anledningen till att Strassens algoritm gar snabbare
dn O(n?) &r att den gor sju multiplikationer istéllet for atta for att bilda produktmatrisen.

En annan idé &ar att géra dekomposition i 3 x 3-blockmatriser istéllet. En forskare pa Nada
forsokte for ett par ar sedan hitta det minimala antalet multiplikationer som kravs for att
multiplicera tva 3 x 3-matriser. Han lyckades néstan komma fram till 22 multiplikationer.
Om han hade lyckats, vilken tidskomplexitet hade det gett for multiplikation av tva n x n-
matriser?

Komplex multiplikation Om man multiplicerar tva komplexa tal a 4+ bi och ¢ + di pa det
vanliga séttet kravs fyra multiplikationer och tva additioner av reella tal. Eftersom multi-
plikationer &r dyrare #n additioner (och subtraktioner) lonar det sig att minimera antalet
multiplikationer om man ska rdkna med stora tal. Hitta pa en algoritm som bara anvinder
tre multiplikationer (men fler additioner) for att multiplicera tva komplexa tal.

Majoritet med dekomposition Indata &r i denna uppgift en array A med n element. Konstru-
era och analysera en algoritm som tar reda pad om négot element i arrayen A &r i majoritet,
det vill séiga forekommer minst n/2 ganger, och i sé fall returnerar det. Algoritmen ska vara
en dekompositionsalgoritm och ha tidskomplexiteten O(nlogn). Enda tillatna jamforelse-
operationen pé element i A &r =. Det finns alltsa ingen ordningsrelation mellan elementen.

Inuti eller utanfér? Lat P vara en konvex n-hornig polygon beskriven som en array av hornen
P1,P2, - .- pn 1 cyklisk ordning. Konstruera en algoritm som talar om ifall en given punkt ¢
ar inuti P. Algoritmen ska ga i tid O(logn) i vérsta fallet.

Losningar

Losning till Max och min med dekomposition
Nér man bara har tva tal racker det med en enda jamforelse for att bade hitta det storsta och det
minsta talet.

MinMax(v,i,j)=
if i=j then return (v[il,v[il)
else if i+l1=j then



if v[il<v[j] then return (v[il,v[j])
else return (v[jl,v[il)

else
m:=Floor((j-i)/2)
if 0dd(m) then m:=m+1;
(min1,max1) :=MinMax(v,i,i+m-1);
(min2,max2) :=MinMax (v, i+m, j) ;
min:=(if minl<min2 then minl else min2);
max:=(if maxl1>max2 then maxl else max2);
return (min,max) ;

Berakningstradet kommer att fa [n/2] 16v och [n/2] — 1 inre noder. Om n dr jimnt &r alla
n/2 16v tvaelementsfoljder och gor darfor en jamforelse. Om n ar udda ar ett 16v (det hograste) ett
enstaka element som inte kriaver ndgon jamforelse. I loven gors alltsd [n/2] jamforelser. I varje inre
nod gors tva jamforelser, alltsd sammanlagt 2 [n/2] — 2 stycken. Totalt far vi [n/2]+2[n/2] -2 =
[3n/2] — 2 stycken jamforelser.

Det gar faktiskt att visa att problemet inte kan 16sas med férre jamforelser. |

Losning till Matrismultiplikation
Rekursionsekvationen blir T'(n) = 22 - T(n/3) + O(n?). Mistarsatsen ger 15sningen T'(n) =
O(nlo8a22) = O(n2814). O

Losning till Komplex multiplikation
Egen 6vning. O

Losning till Majoritet med dekomposition

Om det finns ett majoritetselement maste det vara i majoritet i &tminstone ena halvan av arrayen.
Rekursiv tanke: Kolla majoritet rekursivt i vinstra och hégra halvan och rikna sedan hur méanga
ganger halvarraysmajoritetselementen forekommer i hela arrayen. Om nagot element &r i total
majoritet returneras det.

Majority(A[l..n]) =

if n =1 then return A[1]

m «— [n/2]

v «— Majority (A[1l..m — 1])

h «— Majority(A[m..n])

if v = h then return v

on «— 0;hn «— 0

fori— 1 tondo
if Afi] =v then vn «—vn+1
else if A[i] = h then hn «— hn+1

if vn > m then return v

if hn > m then return h

else return NULL

Tidskomplexitet: Tva rekursiva anrop med halva arrayen foljt av efterarbetet O(n) ger med més-
tarsatsens hjalp tidskomplexiteten O(nlogn). a

Lo6sning till Inuti eller utanfér?
Om polygonen inte hade varit konvex hade vi rdknat antalet skirningar polygonen har med en



linje fran ¢ till en punkt utanfor P, vilket tar tid O(n), men det har vi inte tid med hér. Istéllet
kommer vi att anvéinda en intervallhalveringsliknande s6kning for att utesluta hélften av (den
aterstadende) polygonen i taget dnda tills bara en triangel &terstar. Darefter kan vi 14tt (med ett
konstant antal jamforelser) avgora ifall ¢ ligger i P. Se figur 1.
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Figur 1: En konvex polygon och linjerna som algoritmen anvénder for att halvera den.

InsideConvex(P, q,l,u) =
ifu=10+1then /* en triangel %/
vilj en punkt ¢’ utanfor triangeln p1—p;—p.,
if linjen ¢g—¢’ skiir exakt en av kanterna i triangeln then
return inuti
else
return utanfor
else
mid «— {
if ¢ &r pa samma sida om linjen p1—pPiq SOM Prig+1 then
return InsideConvex (P, q,mid, u)
else
return InsideConvex (P, q,l, mid)
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Algoritmen anropas med InsideConvex(P,q,2,n).
Om vi antar att InsideConvex(P,q,2,n) tar tid T'(n) s& far vi rekursionsekvationen

T(n)zT(%)%—c

som har 16sningen clogn. Tidskomplexiteten blir alltsa T'(n) € O(logn). ad




