Algoritmer och Komplexitet ht 08. Ovning 5

Floden. Reduktioner

Forandrat flode

a) Beskriv en effektiv algoritm som hittar ett nytt maximalt flode om kapaciteten lings
en viss kant 6kar med en enhet.

Algoritmens tidskomplexitet ska vara linjér, alltsd O(|V| + |E|).

b) Beskriv en effektiv algoritm som hittar ett nytt maximalt flode om kapaciteten lings
en viss kant minskar med en enhet.
Algoritmens tidskomplexitet ska vara linjér, alltsa O(|V| + | E]).

Snabb ladpackning Lddpackningsproblemet (the bin packing problem pa engelska) ar foljande
problem. Du far n stycken metallprylar som var och en viger mellan 0 och 1 kg. Du far ocksa
ett antal stora men skora lador. Malet &r att hitta det minsta antal lador som behdvs for att
forvara alla n metallprylarna utan att nagon lada innehaller mer dn 1 kg.

Detta ar ett kint problem som &r svart att 16sa exakt (det dr ett si kallat NP-fullstindigt
problem). Darfor ska vi nu ndja oss med att hitta en 16sning som inte dr optimal med hjalp
av foljande enkla algoritm:

Anta att bade metallobjekten och ladorna &r numrerade fran 1 till n. Ta en metallpryl i
taget (i tur och ordning) och stoppa den i den forsta lada som rymmer den (dvs den lada
med ldgst nummer som inte blir for tung om man stoppar i prylen).

Din uppgift dr att beskriva hur denna algoritm kan implementeras sa att den gar i tid
O(nlogn) (i vérsta fallet och med enhetskostnad). For att uppné detta kommer du att
behdva konstruera en heapliknande datastruktur i vilken du snabbt kan séka upp den foérsta
lada som rymmer den aktuella prylen.

Reduktion som ger negativt resultat I forra uppgiften beskrevs en algoritm som hittar en
approximativ 16sning till ladpackningsproblemet. Algoritmen fungerar sa att den placerar
varje pryl i den forsta lada som rymmer den. Uppgiften pa 6vning 4 var att implementera
algoritmen i tid O(nlogn). Visa att Q(nlogn) &r en undre gréins for algoritmens tidskom-
plexitet.

Reduktion som ger positivt resultat Ett ofta anvindbart sétt att 16sa problem pa ar att hitta
en reduktion till ett problem som man redan vet hur man ska 16sa. Du ska nu anvénda denna
metod for att 16sa kantsammanhéngandegradsproblemet som definieras pa foljande sétt.

INMATNING: En sammanhéngande oriktad graf G = (V, E) och ett positivt heltal
K mellan 1 och |V].

PROBLEM: Ar det tillrickligt att ta bort K kanter fran grafen G for att gora den
osammanhingande (dvs uppdelad i flera sammanhéingande komponenter)?




Reduktioner mellan besluts-, optimerings- och konstruktionsproblem Anta att algorit-
men GraphColouring(G,k) pa tid T'(n) (dir n &r antalet horn i G) svarar 1 omm hornen i
G kan fargas med k farger utan att nagon kant har likfirgade &ndpunkter.

a) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n horn bestimmer det minimala
antalet farger som behévs for att farga G. Tiden ska vara O(logn - T'(n)).

b) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n hoérn fargar hornen med minimalt
antal farger i tid O(P(n)T(n)) dir P(n) &r ett polynom.




Losningar

Losning till Forandrat fléde

a) Anta att kanten fran w till v far sin kapacitet 6kad med ett. Utgé fran det tidigare maximala
flédet ® och gor bara en ny iteration i Ford-Fulkersons algoritm med den dndrade grafen: I
restflddesgrafen 6kas kapaciteten i kanten (u,v) med ett. Gor en grafsdkning (i tid O(|V| +
|E|)) for att se om det nu finns nagon stig i restflodesgrafen ldngs vilken flddet kan dka. Om
det finns det maste det vara ett fldde av storleken 1 (eftersom alla floden &r heltalsfloden).
Om det inte finns nagot flode i restflodesgrafen ar ® fortfarande det maximala flodet.

b) Anta att kanten fran u till v far sin kapacitet minskad med ett. Om det tidigare maximala
flédet @ inte utnyttjade hela kapaciteten i (u,v) sa fordndras inte flodet alls. I annat fall
maéste vi uppdatera flodet pa foljande satt:

Eftersom det kommer in en enhet storre flode till v &n som gar ut och det kommer in en
enhet mindre flode till v &n det gar ut sa maste vi férsoka leda en enhets flode fran u till v
nagon annan vag. S0k alltsa i restflodesgrafen efter en stig fran w till v ldngs vilken flodet
kan oka med ett. Detta gors med en grafsékning i tid O(]V |+ |E|). Om det finns en sin stig
uppdaterar vi ® med det flodet.

Om det inte finns en san stig maste vi minska flodet fran s till w och fran v till £ med en
enhet. Det gor vi genom att hitta en stig fran w till s i restflédesgrafen langs vilken flodet
kan 6ka med ett och en stig fran ¢ till v i restflodesgrafen langs vilken flodet kan 6ka med ett.
(Det maéste finnas sana stigar eftersom vi hade ett flode fran s till ¢ via (u,v).) Uppdatera
sedan ® med dessa tva fléden.

L&sning till Snabb ladpackning

Eftersom n prylar ska stoppas ner i ladorna i tid O(nlogn) sa soker vi en metod som letar reda
pa i vilken lada en pryl ska stoppas ner i tid O(logn). Eftersom antalet lador kan vara upp till
n sd maste sokalgoritmen i varje steg forkasta ungefar halften av ladorna. I sa fall har man efter
log n steg forkastat alla lador utom en, och da vet man i vilken lada prylen ska ligga.

Det finns bara tva kriterier efter vilka man kan férkasta lador:

1. om en lada inte rymmer prylen,

2. om en lada har hogre ordningsnummer &n den forsta lada som rymmer prylen.

For att kunna forkasta héalften av ladorna med en s6kning sa maste vi halla reda pa hur tung
den tyngsta prylen far vara som kan stoppas ner i den férsta hélften av ladorna respektive i den
andra hélften av ladorna. Detta méaste vi halla reda pé rekursivt for varje halft.

Datastrukturen blir alltsa ett fullstdndigt binért trdd i logn nivaer, dar tridets 16v utgors av
ladorna. I varje 16v lagrar vi hur mycket motsvarande lada rymmer (inledningsvis 1). I varje inre
nod i tradet lagrar vi det storsta av sonernas varden. Datastrukturen ser nu ut som en heap med
det storsta viardet 6verst. Exempel med atta lador som ar fyllda med 0.6, 0.8, 0.9, 0.8, 0.6, 1, 0
och 0 kg:

Algoritmen som stoppar ner en pryl med vikt x i den foérsta lada som rymmer den blir nu:



void FindBin(double x, int i)

{ if (i >= n) /* Ar detta ett 16v (dvs en 1&da)? */
H[i] = H[i] - x;
else {
if (H[2%i] >= x) /* Rymmer vénstra sonen x? */
FindBin(x, 2*i); /* Ja, fortsatt i vanster deltrad. */
else
FindBin(x, 2*i+1); /* Nej, forts&dtt i hdger deltrdd. */
H[i] = max(H[2*i],H[2#i+1]); /* Uppdatera aktuell nod. */
}
}
Man anropar proceduren med FindBin(x,1). O

Losning till Reduktion som ger negativt resultat

Som vanligt f6r undre grianser som ar 2(nlogn) sa konstruerar vi en reduktion av problemet att
sortera n tal till det aktuella problemet. Vi vet att det d4r omojligt att med hjilp av jamforelser
sortera n tal snabbare &n Q(nlogn). Detta giller &ven om dom n talen dr heltalen 1 till n permu-
terade, och dven om vi tillater oss att gora en inledande linjar omskalning av talen. Lat oss visa
hur vi med hjélp av ladpackningsalgoritmen kan sortera dessa tal.

Idé: Vi skalar om talen som ska sorteras med faktorn 1/(2n) si att dom ligger mellan 1/(2n) och
1/2. Sedan konstruerar vi hjalpprylar som ska fylla ladorna s& att man sedan far plats med exakt
talen 1/(2n) till 1/2 (i ordning fran lada 1 till lada n). Om man f6rst stoppar i dessa hjilpprylar
och dérefter dom omskalade talen enligt algoritmen sa kommer talen att bli sorterade.

Anta att v[1..n] &r posterna som ska sorteras och att nyckelfiltet heter key. Anta vidare att
algoritmen for varje lada returnerar en lista med indexen fér dom prylar som den innehaller.

Sort(v[l..n]) =
p<1/(2n)
fori—1 tondoz[i]—1—i-p
fori—n+1 to2ndo z[i] —v[i —n]-p
L[1..n] <FirstFit(z[1..2n])
for i — 1 to n do res[i] — v[L[i][2] —n] // ta andra prylen ur varje lada
return res|l..n]

Funktionen Sort reducerar alltsd sorteringsproblemet till FirstFit. Reduktionen (ordknat anropet
till FirstFit) tar tid O(n), s& om man kunde implementera FirstFit si den tar tid mindre &n
Q(nlogn) sa skulle det ga att sortera n tal snabbare &n (nlogn), vilket dr omdjligt. O

Losning till Reduktion som ger positivt resultat

Forst bor vi forsoka forsta problemet. Anta att X dr en minimal kantméngd vars borttagande gor G
osammanhéingande. (Detta ska tolkas som att ingen strikt delméngd av X uppfyller detsamma.) Da
géller att G uppdelas i tva komponenter, och alla kanterna i X gar mellan dessa tva. (Annars skulle
ju X inte vara minimalt.) X svarar alltsd mot ett snitt i grafen (en uppdelning av hérnméngden i
tva delar). Antalet kanter i X kan ségas vara snittets storlek. Detta innebér att det minsta antalet
kanter som vi maste ta bort fér att G ska bli osammanhingande — kalla detta A(G) — é&r lika
med storleken pa ett minsta snitt (V1,V2) i G.

Minimalt snitt dr ju samma som maximalt flode. Vi ska darfor forsoka reducera kantsamman-
héngandegradsproblemet till maximalt flode mellan tva horn s och ¢ i en graf. Om vi utékar G
till en flddesgraf G’ genom att ge varje kant dubbelriktad kapacitet 1, s& kan vi alltsd finna A(G)
genom att berdkna maxflédet fran s till ¢ for olika s och ¢. Vi behover dock inte variera bada dessa.
Om vi véljer s godtyckligt sa maste det hora till ndgon av méngderna Vi och V, ovan. Genom
att variera t over alla horn utéver s kommer sa vi garanterat att tréffa nagot horn i den andra



méngden. Slutsatsen blir alltsa att for ett godtyckligt hérn s géller

j— ] /
MG) = tegllr%s}{MaXFIOW(G ,8,t)}

Om vi ska vara noggranna s var nu uppgiften att avgora om K > A(G). Vi kan alltsa svara
NEJ om K < MaxFlow(G', s,t) for alla t € V' — {s} och JA annars.

Flodesalgoritmen anropas |V| — 1 ganger. Varje flodesberiikning kan goras i tid O(|V|3) (vilket
man inte behéver kunna utantill). Alltsa blir komplexiteten for var algoritm O(|V|*). ad

Losning till Reduktioner mellan besluts-, optimerings- och konstruktionsproblem

a) Vi vet att antalet farger &r mellan 1 och n. Anvind bindrsdkning i detta intervall for att
med hjalp av algoritmen GraphColouring hitta ett k sa att GraphColouring(G, k) = 1 och
GraphColouring(G, k—1) = 0. Detta innebér nimligen att minimala firgningen har & farger.
Det behdvs logn halveringar av n for att komma ner till 1. Tidskomplexiteten blir déarfor
O(logn - T(n)).

b) Hitta forst det minimala antalet farger & med metoden ovan. Vi vill firga hérnen i G med
farger med nummer 1 till k. Foljande algoritm gor det:

CreateColouring(G = (V, E), k)=
u «— forsta hornet i V
C — {u};u.colour — k
foreach v € V — {u} do
if (u,v) € E then
if GraphColouring((V, EU{(u,v)}),k) =1 then E — E U {(u,v)}
else C — C U {v};v.colour — k
if £ > 0 then CreateColouring(V — C, E), k — 1)

GraphColouring anropas hogst en gang for varje par av horn i grafen. Tidskomplexiteten for

hela algoritmen blir déirfér O(logn - T(n) +n? - T(n)) = O(n? - T(n)). O




