Algoritmer och Komplexitet ht 08. Ovning 8-+9

Approximationsalgoritmer

Approximation av oberoende mingd Lat INDEPENDENT SET—B vara problemet att hitta
en maximal mingd oberoende horn i en graf vars gradtal (i varje hérn) dr begrinsat av
konstanten B. Visa att detta problem ligger i APX, det vill siga kan approximeras inom
nagon konstant i polynomisk tid.

Probabilistisk alla-inte-lika-satisfiering Det NP-svara problemet MAX NOT-ALL-EQUAL 3-
CNF SAT definieras pa foljande sétt.

INMATNING: En CNF-formel som bestar av klausulerna cy,cs,...,c, dir varje
klausul &r en disjunktion av exakt tre literaler (variabler eller negerade variabler).
Variablerna heter z1, o, ..., 2y.

LOSNING: En variabeltilldelning.

MALFUNKTION: Antalet klausuler som innehaller minst en sann literal och minst
en falsk literal.

PROBLEM: Maximera méalfunktionen.

Eftersom detta problem &r NP-svart s& vill vi ha en algoritm som approximerar det in-
om en konstant i polynomisk tid. Konstruera en probabilistisk approximationsalgoritm f6r
problemet som ger en férvintad approximationskvot pa 4/3. Analysera din algoritms tids-
komplexitet och férvintad approximationskvot. Du behéver inte slumpeliminera algoritmen.

Approximation av linjira olikheter (maximum satisfiable linear subsystem) &r problemet
att, givet en méngd linjara olikheter av typen >, hitta en variabeltilldelning som satisfierar
s& manga olikheter som mojligt. Konstruera en approximationsalgoritm som approximerar
inom faktorn 2.

Ovre grins for approximation av homogena bipolira olikheter
(maximum homogeneous bipolar satisfiable linear subsystem) #r samma problem som men
variablerna far bara anta virdena 1 och —1, och alla olikheter & homogena, det vill siga
saknar konstanttermer.

Visa att kan approximeras inom faktorn 2 och att
kan approximeras inom 4.

Undre grins for approximation av binédra olikheter (maximum binary satisfiable linear
subsystem) dr samma problem som dér variablerna bara far anta vérdena 0 och 1.

Visa att €.




Losningar

Losning till Approximation av oberoende mingd
Givet en graf G = (V, E) vars gradtal dr begrinsat av B, konstruera en oberoende mingd horn
pa foljande sétt.

Vi—10

W<V

for v € W do
V' —V'U{v}
We—W-—{weW: (wv) e E}—{v}

Efter algoritmen &r V'’ en oberoende méangd horn. Det dr ocksé litt att se att V/ 4r en dominerande
méngd. Den optimala oberoende méngden hérn Vo/pt kan hogst vara B ganger storre &n |V'|. For att
se detta behéver man bara titta pa ett av hornen i V'’ och dess grannar i V. Om alla dess grannar
dr med i V), sa blir det B stycken, och virre kan det inte bli. Eftersom V' &r en dominerande
mingd maste varje hérn i V), antingen vara med i V' eller vara granne till ett horn i V’. Det
betyder att Vo/pt ar hogst B ganger storre an V', det vill sidga att approximationskvoten dr B, som

ar en konstant. O

Losning till Probabilistisk alla-inte-lika-satisfiering

Algoritmen &r helt enkelt: sétt varje variabel till ett slumpmaéssigt valt varde. Det ska vara lika
sannolikt att variabeln sétts till sant som till falskt. Om vi nu tittar pa en godtycklig klausul s&
ar det bara i tva fall av atta (ndmligen falskt-falskt-falskt och sant-sant-sant) som den inte ska
raknas. Vintevirdet for antalet klausuler som ridknas &r

Elantal klausuler som har bade sanna och falska literaler] =

= m - Prlen godtycklig klausul ar varken helt sann eller falsk] =

=m - (1 — Pr[en godtycklig klausul dr antingen helt sann eller helt falsk]) =
=m-(1—-2/8)=3m/4.

Eftersom hogst m klausuler kan réknas blir den forvintade approximationskvoten

OPT m 4

> = —.
APPROX ~ 3m/4 3

Algoritmen tar linjar tid och kréver linjér slump i antalet variabler. |

Losning till Approximation av linjira olikheter
Anta att inmatningen ges som en méngd X med rationella variabler och en méngd F med linjira
olikheter 6ver X.

while F # () do
if (det finns olikheter i £ med en enda variabel) then
U« {x € X : z 4r ensam variabel i minst en olikhet i E'}
Vilj godtyckligt y € U.
F(y) < {e € E : e bara innehaller variabeln y}
Ge y ett virde som satisfierar s& manga olikheter i F'(y) som mojligt.
E—FE—-F(y)
else
Vilj godtyckligt y € X.
y<—0
Evaluera om olikheterna i ¥ som innehaller y.
X« X —{y}



Algoritmen tilldelar alltid y ett viirde som satisfierar minst hélften av olikheterna i F(y). Allts&
konstruerar den en 16sning som satisfierar minst hélften av olikheterna i indata. Eftersom hogst
alla olikheterna kan satisfieras blir approximationskvoten for algoritmen 2. Tidskomplexiteten ar
polynomisk eftersom varje variabel och term bara behandlas en gang. O

Lésning till Ovre griins for approximation av homogena bipolira olikheter

Vi borjar med approximation av . Ta en godtycklig bipolar vektor x och titta pa antalet satisfierade
olikheter om variablerna sétts till x respektive —x. Om vénsterledet av en olikhet &r positivt for
x sa ar det negativt for —x och vice versa. Darfor kommer en av dessa tva vektorer att satisfiera
minst héften av olikheterna, det vill sdga uppné approximationskvoten 2.

Denna triviala algoritm fungerar inte for , for méanga relationer kan vara noll fér bada vekto-
rerna. Darfor borjar vi med att soka upp en 16sning med méanga nollskilda relationer. Approxima-
tionsalgoritmen fér ovan kan modifieras sa att den hittar en 16sning x for vilken minst hélften av
relationerna &r nollskilda. Samma sak géller da ocksa —x, och nagon av dessa tva vektorer maste
da satisfiera minst en fjardedel av alla relationer. |

Lo6sning till Undre gréans for approximation av binira olikheter
Visa detta genom att reducera till med en approximationsbevarande reduktion. Eftersom vi vet
att inte tillhér sd kommer det att innebéra att ¢&.

Lat G = (V, E) vara indata till . For varje horn v; € V' s konstruerar vi en variabel x; och

olikheten
€Ty — Z Zj Z 1
JEN (vi)

dér j dr med i N(v;) om v; # v; och (v;,v;) ¢ E (det vill séga v; inte &r granne med v;). Nu har
vi ett system med |V| olikheter. Observera att den i-te olikheten &r satisfierad om och endast om
x; =1 och x; =0 for alla j € N(v;).

Det ar latt att verifiera att om man far en s-klick V/ C V s& kan man fa en binér 16sning som
satisfierar dom s motsvarande olikheterna genom att sitta z; = 1 om v; € V'’ och z; = 0 annars.
A andra sidan, om man far en binar 16sning x som satisfierar s olikheter sa kan man fa en s-klick
genom att lata V' bestd av alla horn v; som motsvarar satisfierade olikheter.

Denna reduktion &r inte bara approximationsbevarande utan ocksa kostnadsbevarande eftersom
den bevarar malfunktionens virde helt och hallet.

Notera att denna reduktion ocksa fungerar for Ax > 0 och Ax = 1, s& vi kan alltsa visa att ¢
och att &. m|




