Algoritmer och komplexitet
Hosten 2009
Maistarprov 1: Algoritmer

Mastarprovet ska 16sas individuellt och redovisas bade skriftligt och muntligt.
Inget samarbete ar tillatet, se vidare hederskodexen.

Skriftliga 16sningar ska ldmnas senast mandag 16 nov klockan 17.00 i
mitt postfack eller i kursens inldmningslada pa studentexpeditionen pa Osquars
backe 2 plan 2. Det &ar viktigt att du ldmnar in i tid! Se till att spara en kopia av
dina 16sningar sa att du kan ldsa pa infér den muntliga redovisningen som
kommer att ske dagarna efter inldimningen.

Mastarprovet &r ett obligatoriskt och betygsatt moment i kursen. Det be-
star av fyra uppgifter med olika svarighetsgrad. For betyg E kravs ratt pa tva
av uppgifterna. Sedan &r betygssdttningen i stort sddan att helt rétt pa tre
uppgifter ger betyg C och helt ratt pa alla uppgifter ger betyg A.

Las mer om betygskriterier och slutbetyg i kurs-PM eller pa kursens webb-
sida.

1. Valutavixling

Landet Brutopia har valutan brutos. I landet finns det fem typer av sedlar.
De har valdrerna 50, 40, 10, 5, 1 brutos. Sedlarna &r gamla och regeringen i
Brutopia vill darfér att man skall anvinda s fa sedlar som mojligt for att inte
slita p4 dem i onédan. Darfor skall man alltid betala med exakt ratt summa
och gora det med sa fa sedlar som mdjligt. Vi har ddrmed féljande problem:

Givet ett heltal A vill vi skriva

A = k5050 + kq040 + k1010 + k55 + Ky
dar ksg + ... + k1 skall vara minimal.

Hjalp brutopierna genom att designa en algoritm som l6ser detta problem. Det
skall vara en girig algoritm som har tidskomplexitet O(log A).

2. Kortaste vagar

Vi har sett exempel pa flera algoritmer som berdkna kortaste avstand mellan
noder i viktade grafer. Vi har da ocksa sett att en kortaste vig inte alltid &r den
viag som har minst antal kanter. Men lat oss nu arbeta med tva avstandsbegrepp
samtidigt. Vi satter

[(v) = langden av vigen v métt som en summa av kantvikterna.

l4(v) = langden av vigen v métt som antalet kanter.



Vi téanker oss att vi har en graf dar det kan finnas flera vigar av samma langd
(i!(v)-mening) mellan tva noder. Vi vill d& vélja en sidan vig som dr minimal
i l4(v)-mening bland dem. Mer exakt:

Vi soker en vig v*, i — j, sa att
1. l(v*) <l(v) for alla véagar v: i — j
2. Ly (v*) <lg(v) for alla vigar v: ¢ — j s& att I(v*) = I(v)

Bestdm en algoritm som hittar en sddan vag. For full podng kravs att algoritmen
fungerar i grafer med negativa kantvikter men som saknar negativa cykler.

3. Packa paket

Det miljévanliga budféretaget Godbud transporterar varor i lastbilar. Varorna
ar i form av olika paket pi,po, ..., pn. Dessa paket har vikter wy,wo, ..., w, kg.
De skall lastas i lastbilar som klarar att ta precis M kg. Paketen skall lastas i
lastbilarna i rétt ordning. Det betyder att paket pi,po, ..., ps, packas i lastbil 1
for nagot s1. I bil tva packas da paket psi1,pst2, ..., Ds, fOr nagot so o.s.v. Da
maste forstas ws, 41+ ... +ws,,, < M for alla i. Miljotrafikoversynsverket stéller
nu ett ytterligare krav pa bolaget. Godbud maéste lasta lastbilarna sa att spillet
di = M — (ws;41 + ... + ws,,,) blir sa litet som mdojligt for alla 4. Mer precist
krévs det att D = )_"" | d; skall bli s litet som mojligt.

Konstruera en effektiv algoritm som loser detta problem d.v.s. bestdmmer vad
optimalt D &r och hur s1, so, ... skall viljas.

4. Leta i kvadrat

Vi har sett att om vi vill avgér om ett visst element a finns i en lista z1, za, ..., Ty,
s& krivs det O(n) operationer om listan &r osorterad. Om listan déremot &r
sorterad gar det att avgbra om a finns i listan med O(logn) operationer.

Antag nu att vi har en n x n-matris med n? tal x;; som &r sorterade i vixande
ordning ldngs rader och kolumner. Vi kan ocksa anta att alla tal &r olika. Det
betyder alltsa att j < k = x;; < x;, och zj; < xp; for alla ¢.

Vi vill nu avgéra om talet a finns bland z;;-talen. Det &r ldtt att se att det gar
att gora med O(nlogn) operationer. Men vi skall férsdka gora battre. Anvind
dekomposition. Gar det att géra med O(n) operationer eller béttre?



