Algoritmer och Komplexitet ht 09. Ovning 7

Oavgorbarhet m.m.

Oavgorbarhet 1 Finns det nagot explicit program P sa att det givet y ar avgérbart huruvida P
stannar pa indata y?

Oavgorbarhet 2 Finns det nagot explicit program P sa att det givet y ar oavgorbart huruvida
P stannar pa indata y?

Oavgorbarhet 3 Om programmet x stannar pd tomt indata si later vi f(x) vara antalet steg
innan det stannar. Annars sétter vi f(x) = 0. Definiera nu MR(y), den maximala kortiden
over alla program vars bindra kodning a&r mindre &n y.

MER(y) = max f(z),

z<y

Ar MR berikningsbar?

Oavgorbarhet 4 Visa att funktionen MR i féregaende uppgift vixer snabbare &n varje rekursiv
funktion. Visa nidrmare bestamt att for varje rekursiv funktion ¢ finns ett y sa att MR(y) >

9(y)-

Oavgorbarhet 5 Anta att en turingmaskin M, indata X (som star pa bandet fran bérjan) och
en heltalskonstant K &r givna. Ar foljande problem avgorbart eller oavgorbart?

Stannar M pa indata X efter att ha anvint hogst K rutor pa bandet (en anvind ruta far
skrivas och lasas flera ganger)?

Konstruera kappsickslosning Kappséacksproblemet &r ett valként NP-fullstdndigt problem. In-
data dr en méngd P med prylar med vikt w; och véirde v;, en kappsicksstorlek S och ett
mal K. Fragan i kappsédcksproblemet ar ifall det gar att vilja ut prylar av sammanlagt virde
minst K si att deras sammanlagda vikt ar hogst S. Alla tal i indata ar ickenegativa heltal.

Anta nu att vi har en algoritm A som léser ovanstaende beslutsproblem. Konstruera en
algoritm som med hjalp av anrop till A l6ser det konstruktiva kappsécksproblemet, det vill
siga med samma indata som A dels besvarar kappsicksproblemet och dels, ifall svaret ar
ja, talar om precis vilka prylar som ska packas ned i kappsécken. Algoritmen far anropa A
O(|P|) ganger men far i 6vrigt inte ta mer &n polynomisk tid.

Du ska alltsd konstruera och analysera en turingreduktion av det konstruktiva kappsécks-
problemet till det vanliga kappséicksproblemet (som ar ett beslutsproblem).




Tillférlitlighet hos Internet Det hénder alltfor ofta att datorer eller enskilda férbindelser mel-
lan datorer &r trasiga. For att detta inte ska stéra mojligheten att kommunicera inom resten
av Internet vill man att det ska finnas alternativa vagar mellan varje par av datorer i nétet.
Om det till exempel finns tre olika viigar genom Internet fran datorn A till datorn B och
dessa vigar dessutom &r helt disjunkta (utom &ndpunkterna) s& kan tva stycken datorer,
vilka som helst, férsvinna utan att mojligheten att kommunicera mellan A och B férsvinner.

I det hér problemet tdnker vi oss Internet som en oriktad graf dar hrnen motsvarar datorerna
i Internet och varje kant (X,Y) motsvarar en majlig direktforbindelse mellan datorerna X
och Y. For varje par av datorer (X,Y) har vi ocksd en énskad tillforlitlighet T'(X,Y) som
anger hur méanga disjunkta végar det ska finnas i Internet mellan X och Y. Till sist finns
det en budget B som anger hur manga direktférbindelser man har rad att konstruera.

Fragan &r: gar det att plocka ut en delgraf bestdende av B kanter sa att det for alla par av
horn (X,Y) finns minst T(X,Y") disjunkta stigar i delgrafen mellan X och Y.

Visa att detta problem dr NP-fullstandigt!

Losningar

Losning till Oavgoérbarhet 1
Ja, det finns massor av sidana program. Ta till exempel det enkla programmet P(y) = return.
Det ar lédtt att se att P stannar pa alla indata. O

Losning till Oavgorbarhet 2

Ja. Lat till exempel P vara en interpretator och indata y vara ett program z foljt av indata y’ till
det programmet. Det betyder att P(y) beter sig precis som programmet x skulle gora pa indata
y’, och det &r ju oavgdrbart huruvida ett program x stannar pé ett visst indata y'. O

Losning till Oavgorbarhet 3

Nej, MR &r inte berdkningsbar. Vi vet att det dr oavgdrbart huruvida ett program stannar pa
blankt indata (tomma stringen). Reducera dérfor detta problem till MR. Notera att MR(y) ar
det maximala antalet steg som varje program av “storlek” hogst y behéver innan det stannar om
det startas med blankt indata.

StopBlank(y) =
s — MR(y)
if s = 0 then return false
else

simulera y pa blankt indata i s steg (eller tills y stannar)
if y stannade then return true
else return false

Om inte y har stannat inom s steg sa vet vi att den aldrig stannar. Eftersom StoppBlank inte &r
berdkningsbar sa kan inte MR vara det heller. O

Losning till Oavgorbarhet 4

Anta motsatsen, dvs att det finns en rekursiv funktion g sa att g(y) > MR(y) for alla y. Da
skulle vi kunna byta ut férsta satsen s < MR(y) i programmet i 16sningen till féregaende uppgift
mot satsen s < ¢(y) och programmet skulle dnd& fungera. Dessutom skulle programmet da bli



berdkningsbart vilket vi vet att det inte kan vara. Darfor har vi en motségelse och vart antagande
var alltsa falskt. |

Losning till Oavgorbarhet 5

Problemet &ar avgorbart. Eftersom turingmaskinen méste halla sig inom K rutor pa bandet s& finns
det bara ett dndligt antal konfigurationer som turingmaskinen kan befinna sig i. Om maskinen
har m tillstand s& &r antalet konfigurationer m - K - 35X (antalet tillstand ganger antalet mojliga
positioner for l4s- och skrivhuvudet ganger antalet méjliga bandkonfigurationer). Simulera déarfor
turingmaskinen i m - K - 3% 4 1 steg och kontrollera hela tiden att den inte rér sig utanfér dom K
rutorna pa bandet. Om turingmaskinen stannar inom denna tid svarar vi ja. Om turingmaskinen
inte stannat efter denna tid s& maste den ha aterkommit till en konfiguration som den tidigare
varit i, och dérmed &r den inne i en odndlig slinga och vi kan tryggt svara nej. O

Losning till Konstruera kappséckslosning

Kappsédck(P,S,K)=
if not A(P,S,K) then return "Ingen 1l6sning"
foreach p in P do
if A(P-p,S,K) then P:=P-{p}
return P

Algoritmen anropar A hogst |P| + 1 ganger. Den returnerade méngden P &r en 16sning for den
uppfyller féljande tva kriterier.

e P innehdller inga dverflédiga element eftersom forslingan 16per Gver alla element i P, och i
varje varv kollas om elementet p ar 6verflodigt; om det &r det plockas det bort ur P.

o P innehdller en ldsning eftersom detta &r en invariant for slingan. Om man kommer till
slingan ar detta uppfyllt, och efter varje varv i slingan ar det uppfyllt.

Ledning till Tillférlitlighet hos Internet
Reducera problemet Hamiltonsk krets.




